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RESUMO
Este trabalho trata do d e s e n v olvimento  de uma 
m e t o d o l o g i a  para a m o d e l a g e m  e simulação de manipuladore s 
c o n t endo ligações e juntas rotacionais flexíveis.
Na m o d e l a g e m  são utiliz adas as equações de Lagrange. O 
conjun to de c oor denadas gener alizadas utilizado é composto de 
coodenadas que d e s c r e v e m  os grandes deslocamentos de corpo rígido 
das ligações, e das c oordenadas que d e s c revem os pequenos 
d e s l o c a m e n t o s  devidos as deformações das ligações.
As ligações são d i s c r e t izadas através de elementos 
finitos baseados na teoria de vigas de T i m o s h e n k o  , e a 
fl e xi bilidade das juntas através de molas torcionais lineares.
Para a simulação, foram implementados pro cedimentos que 
p e r m i t e m  a o b t enção da resposta estática da e s t r utura para 
d ifere n t e s  carreg amentos e posições, das frequências naturais e 
dos modos de vibração, e a resposta dinâ mica no tempo para dadas 
trajetórias. As informações geradas permi tem que o d esem penho do 
projeto estrutural seja avaliado para várias situações de 
t r a b a l h o .
A B S T RACT
This w o r k  deals w i t h  d evelopin g of a m e t h o d o l o g y  for 
m o d e l l i n g  and simulation of the ma nipulators with flexibles links 
and rotacional joints.
In the m o d e l l i n g  are utilized Lagrange equations and
the assemblage of g e nerali zed coordinates utilized is composed by
coordinates that describe large rigid body displacements of the 
links and coordinates that describes small displacements due the 
links deformation.
The links are m o d e lling by finite elements based on 
T i m o s h e n k o  beam theory and the joint flexibility by linear 
torcional springs.
For the simulation are implemented procedures that 
permit obtain the struture static response for different loading 
and positions, natural frequencies, vibration modes and dinamical 
response in the time for given trajectories. The generate 
information a l l o w  the structural project performance of a 
ma n ip ulators be evaluated for several work situations.
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1CAPITULO 1 
INTRODUÇÃO
R o b ó tica é uma componente promissora da automação 
fabril que afetará a mão-de - o b r a  humana em todos os níveis, desde 
o perários especializados  até engenheiros profissionais e gerentes 
de produção. Atual mente os robôs tem uma aplicação 
p r e d o m i n a n t e m e n t e  industrial mas, os futuros robôs poderão 
encontrar aplicações fora da fábrica, em bancos, restaurantes e 
até mesmo em lares. É possível, talvez provável, que a robótica 
venha a se. tornar um campo, como a tecnologia da computação hoje, 
difundível por todas as camadas da nossa sociedade [1].
Robôs incluem humanóides de ficção científica, robôs 
autônomos, robôs de sequência fixa e variável, máquinas de 
controle numérico e manipuladores industriais. Ou seja, robôs 
m anipu l a d o r e s  são uma pequena subcategoria de robôs.
Segundo a U. S. Robot Industries Ass ociation (RIA), um 
robô industrial é um "manipulador reprograrnáve1, multifuncional, 
p rojetado para mover materiais, peças, ferramentas ou 
disposi tivos especiais através de movimentos variáveis 
p rogramados para a realização de uma variedade de t a r e f a s”. 
Defini ções similares são adotadas pela British Robot Association 
e a Japanese Robot Association.
A analogia humana de um robô industrial hoje, é muito 
limitada. Os robôs não se parecem com humanos e não se comportam 
como humanos. Ao contrário, são máquinas de um só braço que quase
2sempre o p e r a m  a partir de um local fixo no piso da fábrica. Os 
futuros robôs poderão  ter um número de atributos similares aos do 
homem. Terão maiores capacidades sensoriais, mais inteligência, 
um nivel mais elevado de destreza, ainda que com um grau limitado 
de mobilidade. Não se pode negar que a tecnologia da robótica 
caminha na dir eção de dotar essas máquinas de mais e mais 
capacidades semelhantes às dos homens.
As tecnologias envolvidas e os conhecimentos requeridos 
para o projeto de manipuladores  são bastante amplos e complexos. 
Portanto, uma equipe de projeto de robôs industriais deve possuir 
membros que tenham familiaridade com o uso de robôs (engenheiros 
de produção), projetos mecânicos, elétricos e análise 
(engenheiros elétricos e mecânicos) e interfaces computacionais 
(engenheiros de automação e de controle e programadores).
Tanto a comunidade acadêmica quanto a industrial, tem 
identificado como sendo de grande importância, a metodologia de 
projeto utilizada, no tocante a evolução dos sistemas robotizados 
[2-4].
O procedim ento de projeto de robôs não é rigoroso ou 
bem organizado. Os projetistas utili z a m  intuição, experiência em 
outros campos e a tentativa e erro. Entretanto, como a 
experiên cia com manipuladores tem aumentado, as decisões de 
projeto tendem a ser melhor definidas. Uma característica de 
processos de projeto sofisticados é a elevada utilização de 
mo d e l a g e m  e simulação do sistema antes da experimentação com o 
h a r d w a r e .
Um fluxograma mostrando as etapas de projeto de robôs é 
proposto na figura 1.1. Este procedimento objetiva explorar o 
máximo possível a m o d e lag em e simulação de modo a minimizar a
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Fig. 1.1 - Fluxograma de projeto de um robô.
4necessidade de reprojeto, exceto durante as fases iniciais, onde
o custo de reprojeto é baixo.
Pode-se dizer que, os robôs industriais na sua forma 
final, são constituidos basicamente de três sistemas:
■ estrutura mecânica, consistindo das ligações mecânicas e 
juntas capazes de vários movimentos;
■ sistema de controle, podendo ser do tipo seqüencial ou 
servocontrolado;
■ unidades de potência, que podem ser hidráulicas, pneumáticas, 
elétricas ou combinações destas, com ou sem transmissões 
mecân i c a s .
Atualmente tem-se feito muitos progressos a nível 
mundial no desenvolvimento de sistemas de controle, sensoreamento 
do efetuador, motores direct-drive e sistemas de visão. 
Entretanto, observa-se que uma das dificuldades para a aceitação 
de robôs pela indústria de um modo geral, provém do seu elevado 
custo, o qual é devido em grande parte ao baixo nível tecnológico 
da sua estrutura mecânica. Pois, desde que, o custo do sistema de 
controle incluindo sensores hardware e software, não depende 
significativamente do tamanho do robô, o custo deste pode ser 
significativamente influenciado pelo custo do sistema mecânico 
[5] .
Existe também, uma grande necessidade de sistemas 
robotizados que operem com alta velocidade e tenham 
características superiores de performance.
Observa-se que na geração atual de robôs, estes são 
projetados com membros articulados possuindo grandes momentos de 
inércia, alta rigidez, peso substancial e que, para conseguirem 
repetibi1 idade e precisão no efetuador, utilizam como relação
5entre o peso da carga e o peso do braço de até 1:100 [6 ], 
parâmetr os estes, causadores de restrições significativas 
tanto na resposta quanto na aplicação destes equipamentos.
As baixas relações entre carga e peso do braço, tornam 
os robôs caros, pesados e perigosos, o que limita estes 
equipam entos ao ambiente de fábrica, onde podem trabalhar 
regularmente, montados sobre base sólida e isolados adequadamente 
dos trabalhado res humanos.
A próxima geração de robôs, deverá ser sensivelmente 
diferente da atual, no tocante a aparência e comportamento. Os 
futuros robôs terão estruturas muito mais leves e flexíveis, onde 
os membros estruturais irão deformar-se tanto sob a ação de 
cargas, como durante os movimentos. Com a flexão dos membros, o 
m o v i m e n t o  dos robôs não será desajeitado e feito aos trancos, mas 
tenderá a ser suave e gracioso. Eles também usarão a 
flexibilidade para a execução de tarefas, que não são executadas 
pela atual geração de robôs, tais como: arremesso a m a r t e 1a m e n t o .
Os futuros robôs deverão manipular cargas tão ou mais 
pesadas que ele, e não terão necessáriamente de ser fixos ao 
chão. Eles serão modulares de tal forma, que um membro diferente 
poderá ser inserido no robô para uma diferente tarefa, e que 
pequenos reparos poderão ser facilmente executados.
Devido ao seu baixo peso, serão menos custosos, e pela 
sua flexibilidade, serão mais seguros nas suas interações com as 
pessoas e outros equipamentos, e suas colisões não deverão ser 
catastróficas.
Então, as características de alta performance tais como 
alta r e p e t i b i 1 i d a d e , boa capacidade de carga, pequenos tempos de 
resposta, baixo peso, baixo consumo de potência e alta precisão
6no efetuador, podem ser obtidas fabricando-se membros estruturais 
de baixo peso com adequad a rigidez estrutural [2].
Por exemplo, os benefícios advindos do uso de sistemas 
de visão são frequentemente limitados pelo comportamento dinâmico 
do robô, já que cenas simples podem ser analisadas pelo sistema 
de controle de visão em 250 ms ou menos, um robô do tipo Unimate 
2000 B n e c e s s i t a  de 500 ms para responder a um simples sinal do 
sistema de controle.
O projeto m e c ânico de um robô consiste no planejamento 
da c onstrução física das partes do robô submetidas a 
carregamentos. Esta tarefa inclui a especificação da forma, seção 
transversal e m ateriais utilizados em cada ligação, atuadores e 
transmissões. C o n c l u í d a  esta etapa, parte-se para uma análise do 
projeto mecânico, objeti vando verificar se o robô atinge a 
p e rfo rmance desejada. Dois aspectos importantes devem ser 
analisados: um quanto a precisão, que envolve o comportamento 
d ecorrente da rigidez estrutural em várias condições diferentes 
de configuração e carregamento; e outro quanto a freqüência, 
envolven do caract erísticas de inércia e rigidez, e como elas 
afetam a performance do robô.
A figura 1.2 que mostra, mais detalhadamente, a etapa 
de análise dinâmica, permite verificar a relevância para o 
projeto mecânico  de robôs de alta performance, das teorias de 
análise dinâmica dos corpos que formam os robôs, bem como 
conhecimentos das ciências dos materiais, pois se a geometria e 
as propriedades dos materiais que compõem o braço dos robôs são 
otimizados, as características mecânicas de performance 
anteriormente citadas também serão otimizadas.
Pode-se verificar então, que para um dado robô operando
7com carga e velocidade preescritas, as características dinâmicas 
da resposta do efetuador e consequentemente a precisão, 
r e p e t ibi1 idade e tempo de estabilização, são largamente 
influenciadas pela massa, rigidez e propriedades dos membros 
estruturais. O decréscimo da massa reduz a carga inercial, 
possibilitando o aumento da velocidade usando os mesmos 
atuadores e o aumento da rigidez diminui as deflexões dos membros 
estruturais. Então estas características indicam que importantes
M A T E R I A L G E O M E T R I A F O R Ç A S
D E N S I D A D E RESISTÊNCIA
n
M A S S A RIGIDEZ A M O R T E C I M .
E Q U A Ç Õ E S  D O  M O V I M E N T O
R E S P O S T A  D O  R O B Ô  
precisão 
repetibilidade 
capacidade 
tempo de resposta 
peso
F i g . 1.2 - Etapa de análise dinâmica.
8variáv eis de p r o jeto são as propriedades dos materiais e também a 
geometria dos componentes estruturais.
Portanto, para um bom projeto tanto mecânico quanto do 
sistema de controle de robôs, é de fundamental importância a 
m o d e l a g e m  d i n â m i c a  do mesmo, pois questões tais como a 
perfo r m a n c e  do manipulador, descrita em termos da precisão do 
efetuador, r e p e t i b i 1 i d a d e , capacidade de carga, controle, etc., 
são reg uladas pelo conceito da dinâmica do manipulador.
Histor icamente, a modelagem d inâmica de mecanismos 
tanto de cadeia abert a quanto fechada, tem sido baseada na 
consid e r a ç ã o  de que tanto as ligações, quanto as juntas das 
cadeias cinemáticas são corpos rigidos. Para os robôs 
m a n i p u l a d o r e s  que são cadeias cinemáticas abertas, várias 
formulações dinâmicas  têm sido empregadas, utilizando a mesma 
c o nsi deração anteriormen te citada.
Os méto dos utilizados para a obtenção dos modelos 
m a temático s de mecanismos ativos podem ser classificados dentro 
de três grupos básicos [7]:
■ modelos baseados nas equações de Lagrange;
■ modelos baseados nas equações de N ewton-Euler e nos 
principais teoremas da mecâ nica de sistemas;
■ modelos baseados na "energia" de aceleração de Gibbs.
A formulação Lagrangeana, muito difundida, utiliza uma 
função energia escalar, envolvendo a energia cinética e 
potencial. Como a energia cinética é função da velocidade 
absoluta, a prese nça de várias ligações na cadeia cinemática 
requer o uso de transformações de coordenadas. Após a introdução 
das transformações, várias derivadas parciais com relação as 
coordenadas das juntas e suas taxas de variação nas equações
9d evem ser computadas, acarretando operações adicionais, que podem 
levar a problemas numéricos na implementação computacional 
[8 ]  .
A simpli ficação mais comum deste método, consiste em 
desprezar os termos devidos a força centrífuga e de Coriollis, 
resultando em menor esforço computacional [9] [10]. Contudo, esta 
é válida somente em casos onde as velocidades são baixas, pois, 
nas altas v e locida des de movimento as forças de Coriollis e 
centrífu ga são as maiores componentes na dinâmica de um 
manipu l a d o r  [11].
O método possui a vantagem, de evitar considerações 
impróprias de forças internas, envolvidas no sistema. Além disso, 
c onstitui-se num pro cedimento claro para a obtenção das equações 
do movimento, possibilitando assim, uma boa interpretação do 
significado físico e das influências dos termos destas equações.
0 método de Newton-Euler baseado em equações vetoriais, 
faz um balanço de todas as forças e momentos que atuam nas 
ligações, incluindo forças e momentos de acoplamento dinâmico 
das ligações adjacentes da cadeia cinemática. Os termos devidos 
às forças de inércia e momentos angulares são adicionados de 
acordo com o princípio de D ’Alembert. As equações são obtidas 
recursivamente, relacionando-se as ligações adjacentes.
Apesar do método apresentar a v a n t a g e m  de não 
necessitar de transformações de coordenadas, todas as forças e 
reações vinculares devem ser incluídas. As equações obtidas não 
se apre se n t a m  na forma fechada, sendo então necessária, uma 
separação entre as forças vinculares e os torques nas juntas, de 
modo a que as equações apresentem uma relação explícita entre as 
coordenadas generalizadas do sistema e os torques generalizados.
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As equações de Appel também aplicadas na dinâmica de 
braços de robôs, são baseadas numa função "energia" de 
aceleração, ou função de Gibbs. Formulações baseadas nestas 
equações são obtidas numa forma tal, que a solução numérica 
direta requer c o n s iderávelmente menos operações do que as 
requeridas nos métodos de Lagrange e Newton-Euler [8]. 
Entretanto, não p ropor c i o n a m  uma clara identificação da 
influência dos termos de Coriollis, centrífugos e da gravidade.
Uma outra técnica utilizada na obtenção das equações 
dinâmicas de sistemas mecânicos, é o método desenvolvido por 
Thomas Kane [12]. Este método (também conhecido como forma 
de Lagrange do princípio de D ’Alembert), é uma formulação 
vetorial baseada numa modificaçã o das equações de Newton. Ao 
invés de fazer um balanço de todas as forças, utili za o conceito 
de forças generalizadas, pelo qual, as forças de vínculo não 
entram na obtenção das equações do movimento. Consequentemente, 
tem-se menos incógnitas que no método de Newton-Euler.
No entanto, este método por ser complexo, é uma boa 
ferramenta apenas para usuários já experientes na sua utilização 
[13] .
Outros métodos foram desenvolvidos para o estudo do 
comportamento dinâmico de braços de robôs [14] [15] [16], 
contudo, devido ao inerente acoplamento dinâmico destes sistemas 
altamente não lineares, nenhum  destes métodos tem resultado em 
equações com uma forma fechada simples.
Entretanto, devido ao inevitável m ovimento oscilatório 
das ligações da cadeia cinemática, velocidades relativamente 
altas e pesadas cargas, a consideração da estrutura como sendo 
formada por corpos rígidos torna-se inadequada, pois
c aracteríst icas importantes tais como precisão e r e p e t i b i 1 idade 
deteri o r a m - s e  com a deformação estrutural das juntas e das 
ligações da cadeia cinemática.
Por esta razão, para um projeto tanto mecânico quanto 
do sistema de controle de robôs, torna-se necessário que a 
m o d e l a g e m  di nâm i c a  destes equipamentos, seja feita levando em 
c o n s ideração a flexibilidade dos membros estruturais.
Além disto, os manipuladores flexíveis quando 
comparados com manip uladores rígidos, apresentam uma série de 
vantagens, tais como, uma menor necessidade de material, 
resultando -num menor peso, menor consumo de potência e serem mais 
facilmente m a nobráveis e transportáveis, ou seja, a substituição 
dos m a n i p u l a d o r e s  contendo membros estruturais rígidos, por 
manipu l a d o r e s  flexíveis, resulta em consideráveis ganhos nos 
custos operacionais  e de energia. Apesar disto, os manipuladores 
flexíveis não são populares a nível de indústria, devido as 
dificuldades de m o d e l a g e m  e controle [37].
Todas estas razoes, tem contribuído para um crescente 
interesse a nível internacional, pela área de robôs manipuladores 
f l e x í v e i s .
A contribuição feita neste trabalho consiste no 
d esenv o l v i m e n t o  de uma formulação, que permite a m o d e lag em de 
sistemas robóticos contendo juntas rotacionais, onde a 
c a r a c terí stica principal é a inclusão no modelo, dos efeitos 
devidos a existência de flexibilidade nas ligações e juntas. 
Outro aspecto do trabalho desenvolvido, refere-se às simulações 
implementadas, as quais possi bilitam que sejam efetuados três 
tipos de análise: análise estática, análise dos autovalores e 
autovetores e análise transiente.
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Os resultados obtidos com a metodologi a proposta, 
fornece m um importante auxílio para a tarefa de projeto mecânico 
de manipuladores, principalmente através da observação clara do 
c o m portame nto dinâmico do sistema mecânico.
No C a p ítu lo 2, é apresentado um levantamento 
b i b l i o g r á f i c o  sobre man ipuladores flexíveis, onde são abordadas e 
examinadas as diferentes formulações empregadas na obtenção das 
equações de movimento, juntamente com as principais técnicas 
utiliz adas na m o d e l a g e m  das f l e x i b i 1 idades dos membros 
e s t r u t u r a i s .
No C a p ít ulo 3, com o objetivo de melhor compreensão e 
interpretação do problema dinâmico de manipuladores flexíveis, é 
desen v o l v i d a  uma manei ra sistemática para a obtenção das equações 
de movimento, permitin do que sejam observados aspectos 
importantes quanto a m o d e lage m e obtenção das equações destes 
sistemas.
O Capítulo 4, apresenta a fundamentação teórica da 
m e t o d o l o g i a  a ser adotada na mo delagem e simulação de 
m a n ipulado res flexíveis.
O Capítulo  5 descreve a estrutura geral de um programa, 
baseado na meto d o l o g i a  de modelagem proposta no capítulo 
anterior, e os métodos de solução empregados para as simulações, 
as quais serão mostradas detalhadamente no Capítulo 6.
O Capítulo 7 apresenta as conclusões e discussões a 
respeito do trabalho desenvolvido.
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CAPITULO 2 
REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
2.1 - Introdução
Várias metodologias, para a determinação do movimento 
de cadeias de corpos flexíveis, vem sendo desenvolvidas baseadas 
nas formulaçõ es citadas no capítulo anterior. Estas m etodologias 
n o rma lmente u t i l i z a m  conceitos dos métodos q u a s e - e s t á t i c o s , 
elementos finitos e análise modal.
Observ a - s e  que, para conjuntos de equações dinâmicas de 
corpos rigídos, estes a presentam  equivalência entre u m  e outro 
[17]. O  que não ocorre para o caso de corpos flexíveis.
Isto deve-se ao fato de que um corpo flexível está 
associado a um número infinito de graus de liberdade. E qualquer 
formulação reduz u m  corpo flexível a um sistema com finitos graus 
de liberdade. Esta redução é feita por diferentes e não 
equival entes caminhos, resultando numa não e q ui valência entre as 
várias formulações. As diferenças principais entre os métodos de 
análise dinâm i c a  de sistemas de corpos interconectados por 
juntas, além da abor dagem simbólica ou numérica estão no tipo de 
coordenadas usadas para determinar a posição e no método 
utiliz ado para obter as equações de movimento.
A m o d e l a g e m  de manipuladores flexíveis, como encontrada 
na literatura, pode ser feita através de dois procedimentos
SISTEMA --- PROCEDIMENT« FORMULAÇÕES- TÉCNICAS
F i g .  2 . 1  - Esquema g e r a l  d a s  p o s s í v e i s  formas  de 
modelagem de m a n i p u l a d o r e s  f l e x í v e i s .
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distintos: através da Mecânica  A n a l ítica e da Mecânica  Vetorial, 
conforme m o s t r a  a figura 2.1. A cada um destes procedimentos são 
associadas vãrias formulações, e comum a todas estas formulações 
as p rincipa is técnicas de m o d e l a g e m  da flexibilidade de sistemas 
cont í n u o s .
A seguir serão apresentadas algumas destas formulações, 
juntamente com as técnicas de m o d e l a g e m  das f l e x i b i 1 i d a d e s .
2.2 - F o rmulações baseadas na Mecânica Analítica
Nestas formulações, o sistema é considerado como um 
todo e as equações do movimento  são obtidas através de funções 
tais como e n e r g i a  potencial total e energia cinética, todas 
grandezas escalares. A m e c â n i c a  analítica conduz a procedimentos 
gerais de formulaçã o tais como equações de Lagrange, P rincípio de 
H a m i l t o n  e equaçõ es de Hamilton.
A seguir serão apresentadas as principais técnicas de 
m o d e l a g e m  das pequenas deformações dentro do contexto da m ecânica 
analítica.
2.2.1 - Equações de Lagrange com Modos Assumidos
Nesta abordagem, a solução para o m ovimento decorrente 
da f lexibilidade de cada ligação i, considerando somente a 
deflexão, é expr essa através de uma combinação linear de funções 
admissíveis $ (x^) que satisfazem as condições de contorno 
geométricas, m u l tiplicada s por coordenadas generalizadas q (t), 
dependentes do tempo, O movimento flexível é expresso por:
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w . = £  0  (X.)q (t) 
1 jíi 1J 1 lj
( 2 . 1 )
Na d e s c r i ç ã o  cinemática de um sistema planar,
u t i l i z a - s e  um s i st ema inercial XY, e sistemas locais x y comi 1
or i g e m  em cada junta i. Os eixos x ’s são definidos como paralelos 
às ligações q u ando estas estão no seu estado indeformado, 
conforme m o s t r a  a figura 2.2.
Fig. 2.2 - Sistemas de coordenadas.
O vetor posição de u m  ponto qualquer sobre a ligação 1
( 2 . 2 )P = T r  = i l i
c© -s© 0' 'xi i i
s© c© 0 wi i 1
0 0 K 0
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onde T  é a matriz transformação que relaciona o sistema local 1 
com o sistema inercial, e é o vetor posição do ponto relativo 
ao sitema local 1. O  vetor posição de um ponto sobre a ligação 2 
é expresso por
(2.3)P = P I + T°r2 1 1 x - 1 1 2 2
onde T° = t °T1 é a matriz que relaciona o sistema local 2 com o 2 1 2
sistema inercial.
As expressões de energia cinética e potencial para a 
ligação i, p o d e m  ser, respectivamente, escritas como:
T = —  i 2
V = V 3 + V“ = - i i i
p P .P dv^ i i i (2.4)
n
1 EI(w, )2dx (2.5)
onde p é a densidade e V 9 e V são, respectivamente, as parcelasi i
devido as forças de corpo a gravidade e a energia de deformação 
da ligação, sendo esta m o d e l a d a  como uma viga, usando a teoria de 
viga de E u l e r - B e r n o u l 1i . E as energias cinética e potencial 
totais do sist ema são:
T = £  T
1 * 1
( 2 . 6 )
C o m  as expressões (2.6), obtem-se o Lagrangiano total 
e, através das equações de Lagrange, obtém-se as equações de 
m o v i m e n t o  do sistema, que podem ser escritas da seguinte forma:
"M (q) M (q)' "q y (q)' ’* (q*q) - xr r rf r + r = r r
-Mf r ( q ) M f f (q)- - V .zf (q,q) - T r_
(2.7)
onde os q ’s d e s c revem o mo vimento rígido das ligações, enquantor
que os q f Js são os graus de liberdade que d e s c re vem o movimento 
devido a flexibilidade das ligações. As matrizes M , M ,M er r rf t r
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M  d e p e n d e m  somente dos valores de q = (q ,q ). As funções y (q)f f  r f r
e y f (q) r e g i s t r a m  as contribuições do peso e do comportamento 
flexível. As funções Z r (q,q) e z f (q,q) representam os termos não 
lineares, q u adrátic os em q. E as forças generalizadas atuando 
sobre as ligações são expressas por x e x .
Book e outros [18], foi o primeiro trabalho a abordar o 
p r o b l e m a  do controle de um sistema composto de uma cadeia aberta 
contend o duas ligações flexíveis, duas juntas rígidas e movimento 
plano. No m odelo do sistema foram utilizadas massas concentradas 
nas extr emidades de cada ligação, representando os atuadores e a 
carga de trabalho. As ligações foram modeladas como vigas, 
satis f a z e n d o  as hipóteses da teoria de viga de E u l e r - B e r n o u l 1i . 
As funções ad missíveis foram tomadas como as que representam 
vigas na forma e n g a s t a d a - 1 i v r e . Baseando-se na consideração de 
que as amplitudes dos altos modos das ligações flexíveis são 
pequenas, q u ando comparadas com os primeiros modos, a expressão 
(2.1) foi trunc ada em n = 2. As equações do mov imento obtidas 
foram linearizadas e utilizadas na averiguação de três diferentes 
estratégias de controle.
C h a l h o b  e Ulsoy [19], objetivando investigar as 
relações entre a flexibilidade estrutural do braço de um robô de 
coordenadas esféricas e um controlador linear para o movi mento de 
corpo rígido, m o d e l a r a m  o movimento flexível da última ligação 
deste tipo de robô. Nesta modelagem, foram considerados 
movimento s flexíveis nos planos vertical e horizontal da ligação, 
onde foram utilizadas funções admissíveis representando vigas do 
tipo e n g a s t a d a - 1i v r e . Esta consideração, provoca uma aproximação 
adicional no modelo, uma vez que estas funções são definidas para 
vigas de comprimento constante, e na situação real o comprimento
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da ligação varia com o tempo.
As equações do movimento  obtidas formam um conjunto de 
equações difere n c i a i s  de segunda ordem, altamente não lineares e 
acopladas, as quais foram utilizadas em simulações pa ra verificar
o d e s e m p e n h o  do controlador. Os resultados destas simulações, 
m o s t r a r a m  que o c o r r e m  instabiI idades no sistema quando a 
freqüência do controlador aproxima-se da freqüência natural do 
manipulador, e também uma deteriora ção da precisão quando em 
operações em alta velocidade.
Benati e Morro [17] a p r es entaram uma me todo l o g i a  para 
m o d e l a g e m  e o b t en ção das equações dinâmicas de cadeias de corpos 
flexiveis também utilizando a técnica dos modos assumidos. Cada 
corpo foi tratado como uma viga, e seguindo a teoria de 
E u l e r - B e r n o u l 1i , modelado de modo a ser descrito por três 
coordenadas, uma descreve ndo o movimento da junta, e outras duas 
d e scr evendo a deflexão e inclinação da extremidade final da 
1 igação.
Chang e Gannon em seu trabalho [35], também 
d e s e n v o l v e r a m  uma m o d e l a g e m  para manipuladores utilizando a 
técnica dos modos assumidos para tratar os pequenos movimentos 
devidos à flexibilidade das ligações. Estas, foram tratadas como 
vigas segundo a teoria de E u l e r - B e r n o u l 1i , cujo movim ento devido 
à flexibilid ade foi descrito, apenas, com os dois primeiros modos 
de vigas e n g a s t a d a - 1 i v r e . Adicionalmente, considerou-se no 
modelo, a energia cinética devida ao movimento do rotor dos 
a t u a d o r e s .
Uma validação experimental do modelo proposto foi 
efetuada, onde utilizou-se um manipulador contendo apenas uma 
ligação, sob diferentes condições de carregamento. Os resultados
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obtidos, m o s t r a r a m  algumas diferenças entre os resultados teórico 
e experimental, as quais foram atribuídas a algumas hipóteses 
utili z a d a s  no modelo, tais como a truncagem modal e a 
d e s c o n s i d e r a ç ã o  das deformaç ões axiais.
Como pode ser observado, através dos trabalhos 
d escritos anteriormente, a técnica dos modos assumidos aplicada 
na m o d e l a g e m  de corpos flexíveis, utili za uma descrição modal 
truncada do sistema e deformações das ligações devidas somente a 
deflexão. A tr uncagem modal, que tende a tornar o modelo mais 
rígido, e a descrição das deformações desconsider ando efeitos 
importantes tais como o cisalhamento e a flexibilidade das 
juntas, são fatores que a fetam a precisão do modelo.
Para que a etapa de análise do projeto de u m  robô, seja 
a d e q u a d a  em termos de resultados, utilizando esta técnica, é 
n e c e s s á r i o  que na m o d e l a g e m  sejam incluídas as deformações nos 
planos transversais às ligações, deformações axiais, deformações 
devidas a torção, e um número adequado de modos. Contudo, há uma 
limitação quanto a inclusão destes efeitos, pois existe um 
c o mpromiss o entre precisão, complexidade e custo.
Entretanto, a principal dificuldade desta técnica 
e n contra-s e na escolha da forma e número dos modos, de forma a 
ter-se uma des crição precisa da deformação das ligações. O 
p r o b lema da identificação da forma dos modos, não foi resolvido 
s a t i s f a t oriamente pela literatura. Embora a hipótese utilizada de 
que as ligações comportam-se como vigas e n g a s t a d a - 1i v r e , não tem 
sua validade ainda confirmada [23], Hastings [32] mostrou que 
para uma viga flexível simples com uma carga concentrada na 
extremidade, modos que representam vigas engastada livre, 
consti tuem uma boa aproximação para o cálculo dos modos da
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ligação, p r i n c i p a l m e n t e  para baixas frequências. A m o d e lagem de 
ligações com juntas prismáticas usando as mesmas funções 
a d mis síveis utiliz a d a s  em ligações com juntas rotacionais, é um 
p r o c e d i m e n t o  inadequado, sendo a obtenção de funções para este 
tipo de 1 igação/junta, um problema ainda a ser solucionado.
q u ant o a inclusão das deformações no espaço, a obtenção manual 
das equações di nâmicas é tediosa e propensa a erros, tornando-se 
uma tarefa p r o i b i t i v a  para sistemas que tenham quatro ou mais 
ligações flexíveis. Este problema pode ser contornado através da 
u t i l i z a ç ã o  de programas computacionais, que derivam as equações 
dinâmicas segundo o formalismo Lagrangiano, dos quais pode-se 
citar o REDUCE [33] e o M A C S YMA [34] como exemplos.
2.2.2 - Equações de Hamilton com Modos Assumidos
figura 2.2, suas coordenadas generalizadas podem ser divididas em 
dois grupos, um grupo contendo os 0 ’s, representando as 
coordenadas das juntas, e outro contendo os w ’s, que represen tam 
as d eflexões das ligações. Desta forma, as equações de Hamilton 
do m o v i m e n t o  podem ser escritas como [22]:
A l é m  da incerteza quanto aos modos e das dificuldades
Consid e r a n d o  um sistema planar conforme most rado na
( 2 . 8 )
onde n e n são as densidades de momentum, dadas por: oj wj
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j i«l'- $ J  j i *1  ^ j '
sendo 2 = T - V definido como a densidade L a g rangiana da i i i
ligação i, e íj é a densidade Hami 1 toniana asso ciada com ai
iéssima ligação, definida por:
£ = n d + n w  - £ (2. 10)
1 e í 1 wi  1 1
Utiliz a n d o  a equação (2.1) para descrever o movimento
flexível das ligações, tem-se então como coordenadas
ge n er alizadas para o modelo os © ’s e os q ’s. Desta forma, as
equações do movimento, quando forças externas são aplicadas,
f icam:
k i * 1 ^ k J 
-K = 2 ( i r  ]M j  i ■ 1 i
K  - È ( r )i ■ 1 ek;
If1 ]J i « 1  v
i i k s l ,  . . .  , 1) 
j - 1 , . - - , n
( 2 . 1 1 )
onde p e p são dados por
• q
e o H a m i l t o n i a n o  para cada ligação i é:
n
f>. = P è t + £ P q. , " (2. 13)1 ° • 1 t t ** I 4 1 J 11 J * 1 i J
N i cosia et al. [21] trataram do problema da m o d e lag em e 
controle de robôs flexíveis, considerando o sistema como uma 
cadeia aberta contendo ligações flexíveis, e juntas rotacionais 
rígidas. A deformação ocorrida nas ligações foi considerada como 
somente devida à flexão, e m odelada através da técnica dos modos 
assumidos, sendo o plano de flexão coincidente com o plano de
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rotação. A expres são (2.1) foi truncada em n = 4, e as equações 
do movimento, que formam um conjunto de equações de primeira 
ordem, u t ilizadas na construção de uma lei de controle 
não-linear, que b a se ada no método da pseudo-1inearização, 
m o s t r o u - s e  e f etiva  na v izinh a n ç a  dos pontos de operação.
O proced i m e n t o  das equações de Hamilton apesar de 
fornecer equações do movimen to de primeira ordem, o que torna 
mais simples a integração numérica para a obtenção da resposta, 
requer um número maior de cálculos na obtenção das equações, 
c o m p a r a t i v a m e n t e  com o proce dimento via equações de Lagrange.
A utiliz a ç ã o  da técnica dos modos assumidos 
conjuntament e com as equações de Hamilton, apresenta os mesmos 
aspectos e implicações descritas no item anterior.
2.2.3 - Equações de Lagrange com Matrizes de Transfo rmação 4x4
N esta m o d e l a g e m  o movimento devido a flexibilidade de 
u ma ligação i, é tratado como o deslocamento do sistema de 
coordenadas i (localizado na junta i+1, segundo a notação de 
D e n a v i t - H a r t e n b e r g  [27]), da posição P para P , conforme m o s t r a  a 
figura 2.3. O d e slocamen to é medido a partir da configuração 
indeformada, podendo causar ambos translação e rotação do sistema 
de coordenadas i .
Quando a ligação está indeformada, o mapeamento do
sistema de coordenadas i + 1 para o sistema i, pode ser feito
através de uma matriz de transformação 4x4, T 1 [27], Quando ai + l
*ligação se deforma, o mapeamen to do sistema para o sistema 
pode ser feito através de uma matriz E i , que para pequenos 
movimentos devidos a flexibilidade, pode ser representada pela
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seguinte transf o r m a ç ã o  diferencial [24]:
1 -<P.1 z iy £ ix
* i z 1 ix £ iy
<p.iy <p.1 X 1 £ i z
0 0 0 1
$onde os e ’s r epresenta m a translação relativa entre C e C , i Í i
enquan to que os <p ’s repres e n t a m  a rotação entre estes doisi
s i s t e m a s .
1
Fig. 2.3 - Geome t r i a  das ligações.
A transformação  que mapeia u m  vetor descrito em relação 
ao sistema de coordenadas da iésima ligação, em relação ao 
sistema inercial, levando em conta as transformações devidas a 
deformação, pode ser e xpressa como:
H° = E T°E T 1 ...E T i_1 = H° E T i_1 = H° T i_1 (2.15) i 0 1 1 2  i - l i  i - l i - l i  i - l i
onde E é uma matriz identidade. As matrizes T ’s são funções dos o i
parâmetros das juntas, e as matrizes dependem  das
coordenadas utilizadas na representação de deformação das 
ligações. Então, um ponto qualquer da ligação i, cujã posição em
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relação ao sistema de coordenadas da ligação é descrita por um 
vetor r., pode ser descrito em relação ao sistema inercial da
C o m  isto,a ener gia cinética da ligação i pode ser considerada como
onde Tr é o operador traço. As parcelas da energia potencial 
devidas ao campo gravitacional e à deformação da ligação, são 
respect i v a m e n t e :
da ligação.
Judd e Falken burg [25], examina ram o problema da 
m o d e l a g e m  cinemá tica e dinâmica de robôs contendo ligações 
flexíveis e juntas rígidas, e p ropuseram  um modelo onde tanto a 
descrição cinemática quanto a descrição dinâmica das deformações 
foram feitas utilizando matrizes de transformação 4x4. As 
coordenadas generalizadas utilizadas na modelagem, foram os 
ângulos das juntas 0 .’s e os componentes das matrizes de
transformação E , e ’s e <t> ’s. A principal simplificaçãoi i i
introduzida no proced imento foi quanto ao vetor posição local r,.,
seguinte forma:
(2.16)i í i 
e sua v elocida de como
v (2.17)
i
(2.18)
V 9 =i
T O jpg r . d v.i i (2.19)ve
( 2 . 2 0 )
onde e K. é a matriz de rigidez
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que assumiu-se como constante no tempo, considerando nula a 
segunda  p a rcel a da velocidade (2.17), deconsidera ndo assim a 
energia ciné tica d evida  a deformação das ligações. Isto torna o 
m odelo impreciso, exceto para casos especiais onde as deformações 
decorr entes da f lexibilidade são muito pequenas.
Foi a pre sentado um exemplo onde um manipulador planar, 
contendo duas ligações tratadas como vigas segundo a teoria de 
Euler-Bernoul i , foi modelado, e do qual foram somente obtidas as 
equações do m o v i m e n t o  na forma linearizada, desconsi derando os 
termos devidos aos efeitos de Coriolis e centrífugos.
Book [26], também utilizando matrizes de transformação 
4x4 para representar o m ovimento das juntas e o devido a deflexão 
das ligações, apresentou uma m o d e l a g e m  d inâmica para 
manipu l a d o r e s  que contenham somente juntas rotacionais rígidas. 
Na r epres e n t a ç ã o  dos componentes da matriz transformação que 
expressa a deflexã o de uma ligação (equação (2.14)), foi 
u t i l izada a técnica dos modos assumidos, sendo estes componentes 
escritos da seguinte forma:
e = V x q  < f > = y < í > qi x  ^  i j^i J v i x  j J / i x j  iJ
e. = E  y. .q. . <t>. = E ♦. , (2.21)1 y 1 j 1 j 1 y " ,  i y j  ijj * l  j * l
n n
e = T z q <t> = y <P qi z  L  i j  i j  i z  .L . i z j ^ i jj = l  j = l
onde os x j . , e z ^  são os componentes do modo j da ligação i,
<f> , <f> e <p são os ângulos em torno dos eixos x , y e z
i x j i y j i z j  i i  i
respectivamente, para o modo j. A variável q ^  representa a 
amplitude do modo j (variável no tempo) da ligação i.
E da mesma forma, o vetor posição local ^  foi
27
r e pre sentado com a técnica dos modos assumidos:
X Xi n i j
y i + E y *J
z zi 1 j
1 0
onde x, y e z são as coordenadas de um ponto da ligação com 
relação ao sistema de coordenadas da ligação i. Com isto, tem-se 
como c oordenadas generalizadas os ângulos das juntas e os q ^ ’s.
O u t r a  c a r a cterí stica da modelagem, é o cálculo das
m a t rizes H° e H°, que pode ser feito de m a neir a recursiva, i i
através da matriz 0 o e suas derivadas, similarmente ao esquema 
recursivo proposto por Hollerbach [28] para manipuladores 
r í g i d o s .
N e n h u m  estudo quanto a precisão da m o d e l a g e m  foi 
efetuado. Entretanto, uma comparação quanto a quantidade de 
cálculos n e c e s s á r i a  para a solução do problema dinâmico inverso, 
mostrou que para um manipulador com seis juntas, considerando 
somente duas ligações flexíveis cada qual com três modos, a 
m o d e l a g e m  proposta por Book requer aproximadamente 2,7 vezes mais 
cálculos de multi p l i c a ç ã o  que a m o d e l a g e m  pr oposta por Walk er e 
Orin [29] para man ipuladores rígidos, utilizando igual número de 
graus de liberdade.
King e outros [76], utilizando as equações de Lagrange 
e a técnica dos modos assumidos, propuse ram um modelo que utiliza 
para a descrição cinemática, velocidades angulares ao invés de 
matrizes de transformações de coordenadas. Esta des crição tornou
o cálculo do problema dinâmico inverso sensivelmente mais rápido, 
uma vez que para um manipulador contendo seis ligações com três 
modos cada, este modelo requer cerca de 1/3 de m u l t i plicaçõe s do
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que o m o del o proposto por Book [26].
Mais rece ntemente Yuan e outros [30], seguindo a mesma
linha p r o posta por Book [26], propôs uma estratégia de controle
d e s c e n t r a l i z a d a  para manipuladores, onde na m o d e l a g e m  dinâmica
foi considerada  adicionalmente, a flexibilidade das juntas. A
e l a s ticidade da iésima junta, foi modelada como uma mola
torsional linear equivalente, com constante K . Estai
consideração, provoc ou o surgimento de mais uma parcela na 
energia potencial total, a qual é escrita como:
V J = 4  K q 2 (2.23)i Z i i
onde q^ é a c oordenada da junta, medida da posição indeformada 
até a posição deformada.
A técnica de m o d e lagem através das matrizes de 
transformação 4x4, é uma ferramenta eficiente tanto para a 
descrição da configuraç ão espacial, quanto para a descrição 
c inemática e dinâmica de manipuladores, pois é facilmente 
assoc i a d a  com a nota ção de Denavit-Hartenberg. Entretanto, como 
pode ser observado, para obter-se resultados mais 
representativos, quanto às translações e rotações decorrentes da 
d eformação das ligações, estas são tratadas através da técnica 
dos modos assumidos, cujas implicações foram descritas 
a n t e r i o r m e n t e .
Outro aspecto importante, não somente quanto aos 
modelos abordados neste item, mas também de m a neira geral, é que 
a não consideração da inércia dos atuadores na modelagem, torna 
os modelos inadequados para a representação de manip uladores que 
p o s s u a m  atuadores do tipo motor elétrico. Isto deve-se ao fato de 
que, dependendo da relação de transmissão utilizada, o efeito da
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inércia de u m  motor deste tipo, pode ser semelhante ao das 
ligações e cargas de trabalho [31].
2.2.4 - Equações de Lagrange com Elementos Finitos
Para a m o d e l a g e m  de manipuladores flexíveis utilizando 
a técnica de elementos finitos, cada ligação é tratada como um 
corpo composto por u m  número finito de elementos, onde para cada 
element o é c a l c ulada a energia cinética e potencial, em termos de 
coordenadas generalizadas  apropriadas e suas velocidades. Estas 
energias são então combinadas, resultando nas energias cinética e 
potencial totais do sistema, com as quais é montado  o Lagrangiano 
total do sistema. As equações do movimento são então obtidas 
através das equações de Lagrange.
Sunada e D u b o w s k y  [45] e [46], a p resenta ram uma 
m e t o d o l o g i a  para a análise dinâmica de m anipuladores flexíveis, 
contendo ligações de forma complexa, onde são utilizados um 
pr o gr ama de anâiise estrutural via elementos finitos jâ 
existente, matrizes  de transformação de Dena vi t - H a r t e n b e r g  e uma 
técnica de redução de coordenadas, para a obtenção das equações 
dinâmicas do sistema. Esta m e tod ologia é baseada no método da 
Síntese Modal dos Co mponentes (CMS), proposto por Hurty [48], 
pelo qual as propriedades dinâmicas de um sistema são obtidas 
através das propriedades individuais dos componentes que formam o 
sistema. A m e t o d o l o g i a  fornece tanto a resposta no domínio tempo, 
quanto no domí nio frequência.
Para cada ligação i do sistema, foi construído um 
m o del o de elementos finitos utilizando o programa NASTRAN. Com os 
vetores posição local de cada nó, obtidas as equações dinâmicas
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de cada ligação, equações estas lineares que são escritas na 
sequinte forma matricial:
m p  + g (P. + k.p. = f. i 1 i 1 1 1  1 (2.24)
onde p são as coordenadas nodais da ligação i. e as matrizes m  , i i
g e k que d e s c r e v e m  as propriedades da ligação, são invariantesi i
no tempo.
Devido  a exp ressão (2.24), geralmente, resultar num 
conjunto muito grande de equações, um a vez que é possível ter-se 
até seis equações para cada nó, foi utilizado u m  processo de 
redução de coordenadas conhecido como Método de Redução via 
Síntese Modal dos Co mponentes [48],[49],[50] e [52].
Neste método, as coordenadas p são separadas em umi
pequeno conjunto de coordenadas p 1, que fazem a conecção com asi
outras ligações (chamadas de coordenadas de interface), e num
outro conjunto muito maior de coordenadas p L , que não sãoi
conectadas (chamadas de coordenadas livres), e que d escrevem os 
graus de liberdade internos da ligação. A redução ocorre com 
estas coordenadas livres, que são substituídas por um conjunto 
muito menor de coordenadas modais , obtidas a partir de um 
conjunto truncado de modos <í>. . Esta redução é express a através da 
seguinte t ransformação linear:
P. =l
í P111 I 0
’pr
1 C
-
0  é a matriz dos "
= A ai i (2.25)
como sendo uma resposta estática da estrutura resultante de 
deslocamentos constantes impostos, sendo dada por o n de
k e k são obtidas pelo particionament o da matriz de rigidezLL LI
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k .i
A matriz modal truncada é composta de um número 
limitado de autovetores, obtidos da solução do problema de 
autovalo res c o n siderand o as coordenadas de interface fixas
m  p L + k p L = 0 (2.26)LL i L L  i
onde a seleção do número de autovalores utilizados é feita com 
base n u m  critério de frequência, isto é, são selecionados os 
primeiros autovalores.
A transformaçã o definida em (2.25) aplicada na equação 
(2.24), produz um conjunto menor de equações, escritas como:
M a  + G  á + K a « f a (2.27)i i i i i i i
onde as m atri z e s  M  , G  e K , são obtidas pré e pós multiplica ndoi i i
as matrizes m  , g e k por A T e A  respectivamente. O  vetor fa éi i i i i i
obtido pela p r é - m u 1t i p l icação de f por A T , e contém as forças dei i
v í n culo entre as juntas, que são desconhecidas. Após a m o n tag em
de todas as equações reduzidas das ligações, as forças de vínculo
são eliminadas, e as coordenadas a das ligações sãoi
transformadas para as coordenadas do sistema q, para as quais a 
c ompatibili dade de deslocamentos e rotações entre as juntas são 
mantidas. A relação entre as coordenadas do sistema e as 
coordenadas reduzidas das ligações são obtidas da geometria do 
manipulador, sendo função dos ângulos das juntas. Estas relações 
são escritas da seguinte forma:
a = B (e )q = B q (2.28)i i j i
onde B é chamada de matriz de compatibilidade e é função dosi
ângulos das juntas e do tempo. Substituindo a primeira e segunda 
derivadas, com relação ao tempo, de (2.28), em (2.27), e aplicando
o princ ípio dos trabalhos virtuais, obtém-se o seguinte conjunto
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de equações:
M q  + G q  + K q  = Q (2.29)
onde
(2.30)
(2.31)
(2.32)
(2.33)
R -  a B iij " ddi (2.34)
m  = número de ligações
As equações (2.29) descrevem o comportamento dinâmico 
de um manipulador, levando em conta as interações entre os 
grandes m ovime n t o s  das juntas e as vibrações do sistema. As 
influências da gravidade e torques entram na formulação através 
das forças generalizadas Q.
especificada, na forma de um vetor q, função do tempo, foi obtida 
utiliz a n d o  o conhecido algoritmo de integração numérica 
N e w m a r k - B e t a , e as deflexões estáticas obtidas da solução da
freqüências naturais e os modos de vibração para uma dada posição 
estacionária, foram obtidas ut ilizando-se dos métodos de 
H ouseholder  e QR.
A metodo l o g i a  dese nvolvida foi aplicada a um 
m anipulador  industrial do tipo Cincinnati Milacron T3R3, um robô
A resposta no domínio tempo para uma dada trajetória
equação (2.29), desprezando-se os dois primeiros termos. As
articu l a d o  de seis graus de liberdade, amplamente comercializado. 
Para ve rificar a o corrência de perda de precisão dinâmica no 
modelo, de vida a redução de coordenadas, comparou-se um modelo 
gerado pela m e t o d o l o g i a  anteriormente descrita, para uma dada 
posição  e s t a c i o n á r i a  (posição em que o manipulador está parado), 
com u m  m odelo gerado pelo programa NASTRAN. Segundo os autores, 
os resultados m o s t r a r a m  uma boa correlação entre os dois modelos, 
sendo que para uma dada posição, todos os modos abaixo de 100 Hz, 
a p r e s e n t a r a m  uma diferença  na faixa de 5%, confirmando assim a 
precisão do método. Resultados obtidos para outras posições 
e s t acionár ias m o s t r a r a m  também uma boa correlação. Observou-se 
também, que a m a r g e m  de ganho e consequentemente a estabilidade 
do sistema de controle, foi substancialmente mais baixo do que o 
predito  numa análise considerando ligações rígidas, mostrando 
assim, a importância da consideração das f l e x i b i 1 idades das 
ligações no projeto destes equipamentos.
Os efeitos decorrentes da flexibilidade das ligações, 
para um dado m o v i ment o relativamente longo e com alta velocidade, 
foram estudados em termos dos erros de posição de u m  ponto sobre
o efetuador. Os resultados m o s t r aram grandes transientes tanto de 
partida  quanto de parada, e também um maior tempo de 
estab i l i z a ç ã o  para as posições desejadas, co mparativamente com o 
manipu l a d o r  considerado como sendo rígido.
Apesar de não levar em conta os efeitos decorrentes da 
flexibilidade das juntas e a inércia dos atuadores, esta 
m e t o d o l o g i a  é bastante adequada para a análise de projetos de 
manipuladores. Pois, além da facilidade de m o d e l a g e m  das ligações 
com geometria complexa, u tilizando diferentes tipos de elementos 
fornecidos pelo programa de elementos finitos, tarefa esta
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possível de ser exec utada também por outros programas de
elementos finitos disponíveis além do NASTRAN, apresenta a
v a n t a g e m  de ter um reduzido tempo de computação para a obtenção
das respostas, devido ao reduzido número de equações, sem perda
signi f i c a t i v a  da precisão dinâmica. Adicionalmente, obtém-se com
facilidade outras informações importantes de projeto, tais como:
tensões nas ligações e forças sobre mancais.
Recentemente, De Smet e outros [47], também baseados no
m étodo da síntese modal de componentes, de senv o l v e r a m  uma
m e t o d o l o g i a  para o cálculo de freqüências naturais e modos de
vi b ra ção para m a n i puladores em diferentes posições fixas. Os
modelos de elementos finitos para cada ligação i, foram obtidos
através do p r o grama  SYSTÜS [51], e transformados três vezes para
formar as equações do sistema inteiro. A primeira transformação
foi uma redução de coordenadas através da técnica de CMS, dada
por p = A a e idêntica a utilizada por Sunada e Dubo wsky [45] ei i i
[46]. As coordenadas reduzidas , representadas em relação aos
sistemas locais de cada ligação, são transformadas em coordenadas
q relativas ao sistema global, utilizando uma transformaçãoi
ba seada na n o taçã o de Denavit-Hartenberg, dada por a = T°q . Pori í 1
último, as coordenadas q são relacionadas com as coordenadas doi
sistema q por intermédio de matrizes de compatibilidade B^, cujos
elementos são zeros e unidades. Estas três transformações juntas
são representadas pela matriz C :i
p. = C q = A T° B. q  (2.36)i i i i 1
como a e strutura é analisada em uma posição específica, C éi
independente do tempo, p ortanto as acelerações do sistema são
dadas por p = C q°.i i
A flexibilidade das juntas também é levada em conta na
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modelagem, a t r a v é s  da d e f i n i ç ã o  de um elemento de dois nós 
coincidentes, onde um dos nós é fixo rigidamente na primeira 
ligação de uma junta, e o outro nó fixo na segunda ligação. 
Entre estes dois nós e ao longo de cada grau de liberdade, é 
de f i n i d a  uma mola. A matriz de rigidez deste elemento contem 
somente a rigidez das molas, e a matriz massa é nula.
Os resultados dos testes realizados, m o s t r a r a m  que para
a d e t e r m i n a ç ã o  da matriz modal truncada <f> . u t i l i zada no processoi
de redução de coordenadas, a consideração de modos com as 
interfaces fixas fornece resultados mais precisos do que modos 
com interfaces do tipo fixa-livre ou livre-livre, para as 
ligações m o d e lad as com elementos de viga. A influência do número 
de modos selecionados foi mínima, e como esperado, para 
diferentes posições estacionárias do manipulador dentro de seu 
espaço de trabalho, diferentes valores de frequências de 
ressonân cia foram encontradas.
Tal como na análise feita por Sunada e D u b owsky  [46] e
[47], esta m e t o d o l o g i a  não leva em conta os efeitos g i r o s c ó p i c o s , 
e como para o caso de manipuladores nenhum estudo foi feito para 
comprovar se estes efeitos podem, ou em que circunstâncias serem 
desconsiderados, a representatividade destas análises de
autovalores e autovetores é limitada.
Usoro e outros [36], apresentaram uma m e t o d o l o g i a  para 
a m o d e l a g e m  d i n â mica de manipuladores contendo ligações flexíveis 
e juntas rotacionais rígidas, na qual as ligações foram modeladas 
através de elementos finitos de viga de igual comprimento, 
baseados na teoria de E u l e r - B e r n o u l 1i . O vetor posição de um 
ponto num volume infinitessimal sobre um elemento j de uma 
ligação i, é inicialmente definido em relação ao sistema local da
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ligação e express o em função das coordenadas nodais. Este vetor é 
t r a n sformado em um vetor definido em relação ao sistema inercial 
(sistema global) através de uma transformação de coordenadas 
ut i l i z a n d o  matrizes de rotação 3x3, funções dos ângulos das 
juntas. C o m  isto, o vetor posição no sistema global é então 
express o em termos das coordenadas das juntas e coordenadas 
n o d a i s .
Esta representação, acarreta um custo computacional 
maior a obte nção das matrizes massa dos elementos, uma vez que a 
energia cinética é expressa em termos das vel ocidades das juntas 
e das v e locid ades nodais.
Uma alternativa para eliminar as dificuldades 
d ecorrentes  da obtenção das matrizes de massa, foi proposta por 
Pota [37], que utiliz ou as matrizes de massa de elementos 
baseados na teoria de viga de E u l e r - B e r n o u l 1i fornecidos pela 
literatura [53], obtendo as expressões de energia cinética e 
potencial em termos das coordenadas locais. Apli cando as 
condições de contorno e utilizando processos de condensação 
estát i c a  e de massa, as energias cinética e potencial foram 
reescritas em termos de novas coordenadas que são as posições de 
cada nó, com relação ao sistema de coordenadas local de cada 
ligação. A  represent ação das energias das ligações com relação ao 
sistema inercial, foi feita tranformando-se os vetores posição 
dos nós, u til izando matrizes de rotação 3x3, introduzindo assim a 
influência dos grandes deslocamentos provenientes dos movimentos 
das juntas.
Shabana e Wehage [39], d e s e nvolve ram uma formulação 
para a m o d e l a g e m  dinâmica de sistemas constituídos de corpos 
flexíveis interconectados por juntas rotacionais rígidas. Nesta
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formulação foram utilizadas como coordenadas generalizadas, além 
das coordenadas dos nós e das juntas, as coordenadas de posição 
das origens dos sistemas de coordenadas locais de cada ligação, 
com relação ao sistema inercial. Esta representação tem por 
o b j etivo tornar mais claros os efeitos de translação, rotação e 
de flexibilidad e de cada corpo da cadeia cinemática.
Baseados nesta formulação, vários outros trabalhos 
foram publicados. Entre eles, o de Shabana [40], que analisou 
difere ntes técnicas de m o d e l a g e m  da matriz massa, associadas com 
o p r o blema de corpos interconectados e flexíveis sofrendo grandes 
rotações; Khul ief e Shabana em [41] e [42], que propuseram 
métodos para a análise dinâmica de sistemas compostos de corpos 
rígidos e flexíveis com movimento intermitente, e para predizer o 
comportament o din âmico de sistemas com diferentes tipos de 
variação na est rutura cinemática, respectivamente; Shabana [43] 
que ut ilizou parâmetros modais de componentes, obtidos 
experimentalmente, para simular e predizer o comportamento 
d i n âmico de sistemas, e Bakr e Shabana [44], que utilizando 
elementos finitos baseados na teoria de viga de Timoshenko, 
m o s t r a r a m  que são significativos os efeitos produzidos pela 
inércia rota tória e cisalhamento, na resposta de sistemas cujos 
corpos sofrem grandes rotações e existe a coplamento entre os 
grandes de slocamentos  dos corpos e suas pequenas deformações 
decorrentes da flexibilidade.
Entretanto, aspectos como a definição da configuração 
dos elementos finitos, que requer o uso de quatro conjuntos 
diferentes de sistemas de coordenadas, e como algumas das 
variáveis utilizadas para representar a configuração do sistema 
(tais como as que fornecem a posição e orientação  dos sistemas
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locais de cada corpo), não são independentes, mas relacionadas 
através de equações de vínculo  que necess i t a m  ser satisfeitas em 
todos os tempos, a solução numérica do problema torna-se 
c omplicada e c o m p utacio nalmente dispendiosa. Ou seja, as m 
coordenadas u tilizadas não são todas independentes, tendo-se 
a s s i m  um sistema com n graus de liberdade, onde m > n. As 
equações de v í ncul o formam um conjunto de m  - n equações, e a 
combinaç ão das equações de movimento com as equações de vínculo 
f o rma m u m  conjunto de 2m - n equações diferenciais e algébricas, 
cuja solução não é tarefa simples.
2.2.5 - P r i n c í p i o  de Hamilton com Elementos Finitos
0 Princípio de Hamilton é um princípio integral e não 
diferencial, servindo tanto para sistemas conservatives como para 
sistemas não c o n s e r v a t i v o s . Este princípio pode ser escrito da
seguinte forma [53]
’t
2Ô(T-V)dt +
t1
rt r
2 £ Q k^ kdt = 0 (2.37)t k * 1 1
onde T e V são as energias cinética e potencial, respectivamente,
repres e n t a  as forças não c o n s e r v a t i v a s , não derivadas de
funções potencial, e Ôq^ são os correspondentes deslocamentos
virtuais generalizados. No caso de não ex istirem as forças Q^, a
equação (2.37) é reescrita da seguinte forma:
't
2ÔLdt = 0  (2.38)
ti
onde L é o  Lagrangiano. Este princípio além de fornecer as 
equações do movimento, fornece as condições de contorno do 
p r o b 1 e m a .
Bayo [56], utilizando elementos finitos baseados na
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teoria de viga de E u l e r - B e r n o u l i i , apresentou um método para a 
m o d e l a g e m  dinâm i c a  de robôs contendo apenas uma ligação com junta 
rígida. O  m étodo u t iliza como coordenadas generalizadas as 
coordenadas nodais e a coordenada de junta, e permite que seja 
calculado o torque necessá rio a ser aplicado na junta, para que a 
e xtremidade  livre produza um movimento desejado. As equações 
obtidas para um robô deste tipo, foram solucionadas no domínio 
frequência, e os resultados obtidos mostra ram que para este tipo 
de robô, os torques necessários para um dado movimento são 
menores que os requeridos para um robô rígido de mesmo material e 
peso, sem a ocorrên cia de sobre passagens. Observou-se também, a 
o c o r r ê n c i a  de um tempo de retardo entre o mo vimento do atuador e 
a resposta do efetuador.
Bayo e Serna [54], utilizando o conceito de funções 
penalidade aplicadas a problemas de minimizaç ão sujeitos a 
restrições, aprese n t a r a m  uma nova metodologi a para a análise 
d i n â m i c a  de mecanis mos de cadeia aberta e fechada, contendo 
juntas rotacionais rígidas, através da aplicação do Princípio de 
H a m ilton e d i s cre tização pela técnica de elementos finitos.
As expressões de energia cinética e potencial, são 
obtidas para cada componente do sistema, como função das 
variáveis que descr evem o movimento de corpo rígido e as 
deformações elásticas. Neste estágio, o campo de deslocamento 
elástico é discretizado através da técnica de elementos finitos. 
Mesmo utiliz a n d o  u m  conjunto de coordenadas que não são 
independentes (o mesmo tipo de coordenadas util izado por Shabana 
e Wehage [39]), as condições de vínculo não a p a r ecem junto com as 
equações de movimento, na forma de equações algébricas, mas 
a p a recem inseridas nas equações de movimento por meio da
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formulação penalidade. Isto ocorre sem provocar um aumento do 
número de variáveis, como acontece no caso do emprego dos 
m u l t i p l i c a d o r e s  de Lagrange. Em consequência disto, a resposta 
di n âm ica do sistema é obtida através da solução de um conjunto de 
m  equações d i f erenciais ordinárias, ao invés de um conjunto de 
2m-n equações diferen ciais e algébricas.
As condições de vínculo são penalizadas por um grande 
fator, e inseridas na expressão do Princípio de Hamilton, de modo 
que a p r i m e i r a  v a r iação do funcional satisfaz as condições de 
vínculo. Ou seja, as equações resultantes satisfazem 
intrinsicamente as condições de vínculo. Estas condições 
penaliza das pode m ser expressas através de três diferentes formas 
de energias fictícias: potencial, dissipativa  e cinética, que 
adicionadas ao Princíp io de Hamilton dão origem a três diferentes 
métodos de penalidade: de rigidez, de amortecimento e inercial.
Dentre estes métodos, o método de penalidade inercial 
destaca-s e não somente pela possibilidade de ser, sem 
dificuldades, formulado com vínculos holonômicos e 
n ã o - h o l o n ô m i c o s , mas também por possibilitar boa convergência e 
evitar problemas numéricos, sem a necessidade de grandes valores 
de penalidade. Entretanto, esta última ca racterístic a do 
método inercial é conseguida a custa de um esforço computacional 
m a i o r .
Serna e Bayo [55], utilizando uma formulação 
constitu ída da combinação dos três métodos de penalidade 
anteriormente descritos, apresentaram  um proc edimento para a 
obtenção das equações de movimento para robôs planares com juntas 
rotacionais rígidas, cujas ligações são discretizadas por 
elementos de viga baseados na teoria de Timoshenko. Este mé todo é
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adequado quanto a integração numérica das equações, obtidas via 
método  de penalidade inercial, mas apresenta problemas de 
estab i l i d a d e  numérica, devido ao tamanho do passo de tempo 
utilizado. Os resultados apresentados mostraram os deslocamentos 
de um ponto localizado no efetuador, e as configurações 
deformad as da cadeia cinemática, para torques alternados 
aplicados nas juntas.
Como pode ser observado até o presente momento, todos 
os estudos envolvendo a m o d e l a g e m  dinâmica de sistemas de corpos 
flexíveis interconectados por juntas, utilizaram a hipótese de 
de formações  infinitesimais para tratar a flexibilidade dos corpos 
que compõem  a cadeia cinemática. Esta hipótese, juntamente com o 
uso de sistemas de coordenadas locais, que seguem o movimento de 
corpo rígido de cada componente, conduz a uma expressão simples 
para a energia potencial, enquanto que a expressão da energia 
cinétic a apr esenta uma forma mais complicada, devido ao 
acoplame nto entre as velocidades. Como decorrência disto, as 
equações de movim ento resultantes apresentam termos envolvendo 
derivadas no tempo, altamente não-lineares e acoplados, o que sob
o ponto de vista computacional, torna a integração destas 
equações uma tarefa difícil.
Baseados numa filosofia oposta a anteriormente citada, 
Simo e Vu-Quoc [57] e [58], propuseram  uma m e t o d o l o g i a  para a 
mo d e l a g e m  di nâm i c a  de vigas flexíveis, sujeitas a grandes 
deslocamentos. As principais características desta metodologia, 
são o uso de teorias de deformações finitas para vigas no espaço, 
e a represen tação do vetor posição de um ponto sobre uma ligação 
qualquer, ser expressa diretamente em relação ao sistema 
inercial, sem a utilização de sistemas de coordenadas locais.
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Estas características tornam a parte inercial das 
equações, r elaciona da com termos envolvendo derivadas no tempo, 
linear e desacoplada, sendo a não linearidade do problema 
t r ans ferida para a parte de rigidez das equações de movimento. 
C o m  isto, as equações do movimento apresentam uma estrutura mais 
simples, a qual corresponde a um sistema de equações na forma 
padrão da d i n âmica estrutural não-linear, onde a matriz de 
inércia não é variante com a configuração.
A m e t o d o l o g i a  foi empregada na modelag em de robôs com 
uma e duas ligações, onde foi utilizado o Método de Newmark, com 
parâme tros 6 = 0,5 e a = 0,25 [59], para a integração numérica 
das equações de movimento. Os resultados apresentados, mostraram  
as configurações deformadas ao longo do tempo, para dadas 
trajetórias dos sistemas modelados.
Apesar da m etodo l o g i a  fornecer equações de movimento, 
cuja estru t u r a  torna a tarefa de integração nu mérica mais 
simples, esta é restrita somente para sistemas cujôs corpos 
po s s a m  ser modelados satisfatoriamente com elementos finitos de 
viga. A l é m  disto, nenhuma menção comparativa quanto a precisão 
dos resultados fornecidos, frente aos resultados obtidos pelas 
m e tod ologias tradicionalmente utilizadas, foi apresentada, e 
nenhuma comprovação experimental da m o d e lagem foi efetuada.
Outro aspecto relacionado à metodologia  aqui comentada, 
é que os efeitos do campo g r a v i t a c i o n a l , que são dependentes da 
configuração do sistema não foram levados em conta, devendo os 
mesmos serem implementados afim de que a m o d e l agem torne-se mais 
representat i v a .
Outros trabalhos, utilizando o princípio de Hamilton, 
não associados com a técnica de elementos finitos, são
encontrados na literatura.
L o w  [72], [73] e [74], apresentou um procedimento para 
a m o d e l a g e m  de manipuladores contendo ligações rígidas e 
flexíveis, e juntas rígidas, onde as ligações foram tratadas como 
vigas, segundo a teoria de E u l e r - B e r n o u l 1i . As equações do 
m o v i m e n t o  foram representadas em forma simbólica, semelhante a 
ut i l i z a d a  para manipula dores rígidos, e em termos das coordenadas 
que r e p r e s e n t a m  os movimentos de corpo rígido e das que 
repres e n t a m  o campo de deslocamentos, devidos a flexibilidade das 
1i g a ç õ e s .
Everett [13], utilizando uma descrição cinemática 
b a s eada em técnicas vetoriais aplicadas a problemas variacionais 
(ver referência [75]), apresentou um método para a m o d e lagem 
dinâm i c a  de manipuladores flexíveis com juntas rígidas. N enhum 
resultado ou simulação foi apresentada, mas pode-se verificar que 
uma c a r a c terís tica importante do procedimento é a de não ser 
n e c e s s á r i a  a utilização de matrizes de transformação de 
coordenadas, o que torna o tempo de computação envolvido menor.
2.2.6 - Equações de A p p e 1
Uma formulação alternativa, dentro da Mecânica 
Analítica, para a obtenção das equações de movimen to de 
manipuladores, é a formulação baseada nas equações de Appel. Esta 
formulação é basea da na função energia de aceleração de Gibbs, 
que para um sistema mecânico com n graus de liberdade num sistema 
de coordenadas cartesiano é definido como:
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onde ^ é a somatória de todos os elementos do sistema. A
V
expres são anterior pode ser escrita em função das coordenadas 
general izadas q = (q , ...,q )T , da seguinte forma:
1 n
G  = 4  £  E a À . * .  + E b q , + c (2.40)
As equações de A p p e 1 são escritas como:
= Q. i - i ____ " (2.41)
8 q i 1
onde Q 4 repres enta a força generalizada associada com a 
coorde n a d a  q . A obtenção das equações de Appel a partir do 
princí pio dos trabalhos virtuais, é apresentada no Apêndice A.
As equações diferenciais produzidas apresentam-se na 
forma fechada, e podem ser escritas na seguinte forma matricial
W  q = P + U (2.42)
onde W  é a matriz inercial do sistema, cujos elementos dep endem 
de q, a matriz U depende de q e q, e P é o vetor das forças e 
torques que atuam nas coordenadas generalizadas.
Como a depe nd ê n c i a  de W  e U das variáveis de estado q e 
q é extremam ente complexa, W  e U devem ser calculados 
numéri c a m e n t e  para diferentes instantes de tempo. Com isto, para 
conhecidas acelerações generalizadas, as forças generalizadas 
podem ser obtidas n u m é r i c a m e n t e , e vice-versa.
Os trabalhos encontrados na literatura, que uti lizam as 
equações de Appel, são restritos a model agem de manipulado res com 
a hipótese de que as ligações e juntas são corpos rígidos. Estes 
trabalhos são descritos a seguir.
Popov e outros [60], foram os primeiros a utilizar as 
equações de Appel para a m o d e la gem dinâmica e projeto do controle
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de mani puladores. Popov utilizou a função
F ( q , , . . . ,q } = G - £  Q.q. (2.43)1 n 1-1 i ii = 1
e escrev e n d o  a equação (2.41) como
—  = 0 i = i,..., n (2.44)
a q t
calculou n u m é r i c a m e n t e  as acelerações q ,...,q via minimi zação 
da função F(q , ...,q ). Esta sistemática é ad equada para o1 n
cálculo das acelerações, mas inadequada quando as acelerações são 
conhecidas e é n ecessário o cálculo dos torques.
P otkonjak e Vukobratovic [61], compararam a eficiência 
de algoritmos  computacionais para a formação automática das 
equações dinâmicas de mecanismos de cadeia aberta, baseados nas 
formulações de Lagrange, Newton-Euler e Appel. Os resultados 
mostraram, que o tempo requerido para a formação das equações via 
equações de Appel foi o menor, seguido pela formulação de 
Newton-Euler. V u ko bratovic e Potkonjak [62], uti liz a r a m  as 
equações de Appel para a simulação de diferentes tarefas para 
diferentes c onfigurações de robôs manipuladores, e apresentaram 
diagramas contendo a variação no tempo das coordenadas 
generalizadas, v elocidades e torques nas juntas.
2.3 - Formulações baseadas na M ecânica Vetorial
Estas formulações, diferentemente das descritas 
anteriormente, não são baseadas em energias e não necessariamente 
r e q u e r e m  a utilização de transformações de coordenadas para a 
r e p resenta ção cinemática.
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A seguir serão apresentadas formulações via equações de 
N e w t o n - E u l e r  e equações de Kane, juntamente com as técnicas 
u tiliz a d a s  para a m o d e l a g e m  das f l e x i b i 1 i d a d e s .
2.3.1 - Equações de New ton-Euler
Esta formulação é obtida diretamente da interpretação 
da s e gunda Lei de Newton, que descreve a dinâmica do sistema em 
termos das forças e momentos. As equações incorporam todas as 
forças e moment os que atuam sobre as ligações, e incluem também 
as forças de v í nculo que atuam entre ligações adjacentes. Desta 
forma, operaçõ es aritméticas adicionais são requeridas para 
eliminar estes termos, de modo a obter-se relações explicitas 
entre os torques nas juntas e o movimento resultante. Utilizando 
esta formulação, juntamente com a técnica de elementos finitos, 
N a g a n a t h a n  e Soni [63], a p rese ntaram um modelo para a predição do 
c o m p o r t a m e n t o  dinâmico de manipuladores contendo juntas rígidas e 
ligações flexíveis. Estas últimas, foram discretizadas com 
elementos de viga, baseados na teoria de Timoshenko.
Para a d escrição cinemática do sistema, foram 
utiliz a d a s  matrize s de transformação de coordenadas T , onde a 
t r a n sform ação que rel aciona duas ligações adjacentes, combina os 
méritos da descr ição via notação de Den avi t - H a r t e n b e r g  com uma 
d e s c rição relevante com a geometria das ligações.
Através da matriz T , calculou-se os vetores velocidadei
e ac eleração absoluta  de um segmento diferencial sobre a ligação 
i, e com estes vetores juntamente com outros esforços, obteve-se 
as equações de Newton -Euler para o segmento, em termos das forças 
e momentos atuantes.
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Para a obtenção das equações dinâmicas de um elemento 
finito sobre uma ligação, foi utilizado o método de Galerkin, 
onde as equações de Newton-Euler para o segmento diferencial 
foram represe ntadas em uma forma integral, ao longo do 
c omprimento  do elemento. O  campo de deslocamentos do elemento, 
com relação ao sistema situado na junta i da ligação i, foi 
repres e n t a d o  em termos dos deslocamentos nodais utilizando-se 
funções de interpolação de Lagrange.
As coordenadas locais dos elementos foram transformadas
nas coordenadas  globais através de matrizes de compatibilidade,
variantes com o tempo, que nada mais são do que as submatrizes
3x3 das ma trizes de tr ansformação T . As matrizes dos elementosi
são adequa damente montadas, formando então o sistema final de 
equações dinâmicas. Para a solução das equações foi utilizado um 
p r o c e d i m e n t o  iterativo, não especificado da referência [64].
A met od o l o g i a  desenvolvida foi utilizada na m o d e lagem e 
simulação de manipul adores de configuração planar (duas ligações) 
e espacial (três ligações), ambos contendo juntas rotacionais 
rígidas. Para um dado movimento das juntas, foram observados os 
erros de posição do efetuador ao longo do tempo. Os erros foram 
obtidos para duas situações diferentes quanto a modelagem, uma 
considerando o modelo completo, ou seja, considerando todos os 
termos das equações do movimento, e outra desprezando os termos 
inerciais e os associados com os efeitos de Coriollis e 
centrífugos. Os resultados obtidos para o modelo completo, 
m o s t r a r a m  erros s ignificativamente maiores do que os fornecidos 
pelo modelo linearizado, demonstrando assim a importância dos 
efeitos de acoplamento não lineares de flexibilidade quanto a 
p recisão de modelagem.
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Os resultados obtidos para as deformações, foram 
ut il iz a d o s  para a obtenção dos momentos de reação nas juntas dos 
manipu l ad or es , de modo a antecipar os torques necessários nos 
atuadores, para um dado m o v i me nt o do manipulador.
Entretanto, apesar dos resultados obtidos, serem 
s ignificativos, a utiliza çã o de funções de interpolações 
L a g r a n g i a n a s  é questionável, no tocante a precisão dos 
resultados, uma vez que estas garantem apenas a continuidade da 
função, e não de suas derivadas. Indicadas para este caso, os 
elementos de viga de Timoshenko, garantem a continuidade da 
função e sua rotação, e pr o du z e m  a solução analítica exata para o 
m o de lo  de v ig a de T im os he nk o  [65].
H uang e Lee [66], propu se ra m uma mo d el a g e m  a proximada e 
recursiva, base ad a  na formulação de Newton-Euler, para 
m a n i p u l a d o r e s  contendo ligações flexíveis e juntas rígidas. Para 
pequenas defor ma ç õe s das ligações, um modelo de primeira ordem 
m a s s a  mo la  foi desenvolvido, no qual os parâmetros das ligações 
são co nc entrados nas juntas, de modo que a flexibilidade das 
ligações foi tratada como uma mola em cada junta.
Para grandes deformações das ligações, o modelo 
anterior foi extendido, de modo a aproximar uma ligação flexível 
a u m  conjunto de pequenas vigas rígidas conectadas por 
" p s e u d o - j u n t a s " . Sendo a flexibilidade da ligação mode l ad a como 
uma m o l a  em cada pseudo-junta. Para este modelo foi apresentada 
uma análise analítica de erro, onde é obtida uma relação 
m a t e m á t i c a  entre o erro máximo de m o d e l a g e m  e o número de 
p s e u do -j u nt as  em cada ligação. Esta relação pode ser usada para a 
seleção do número apropriado de pseudo juntas em cada ligação, de 
m od o a assegurar a precisão do modelo.
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O b s e r v o u - s e  também que, quando o nú mero de 
p s eu do - j u n t a s  tende para o infinito, os torques nas juntas 
fornecidos pelo m o de l o proposto, aproximam-se dos torques 
fornecidos por modelos flexíveis baseados na formulação 
Lagrangiana. Efeitos importamtes tais como, cisalhamento, inércia 
rotatória, torção e defor ma çã o  axial não foram considerados no 
mode l o .
2.3.2 - Equações de Kane
Este método, também conhecido como forma de Lagrange do 
Pr i nc íp io  de D ’Alembert, constitui-se numa formulação vetorial 
b a se ad a em m od if i c a ç õ e s  das equações de N e w t o n - E u l e r . A principal 
v a n t a g e m  deste método, é a eliminação a utomática das forças de 
vínc ul o sem a introdução de procedimentos recursivos. Entretanto, 
d e vi do  a sua complexidade, bons resultados requerem usuários 
expe ri en te s quanto a u ti li z aç ão  do método [13], e segundo [78], a 
o bt en ç ã o  das equações usando este procedimento é substancialmente 
mais complexa, e a ge neralização das equações para um manipulador 
de geo me tr i a arbit rá ri a  é difícil.
H u st on  [67], baseando-se nas equações de Kane e 
em técnicas de análise estrutural, apresentou um procedimento 
geral para a m o d e l a g e m  dinâmica de sistemas de corpos 
interconectados por juntas rotacionais, incluindo efeitos de 
flexibilidade. T a m b é m  foi feita uma análise q ua s e- es tá ti ca  do 
sistema, e x p r es s a na forma de relações entre forças e 
deslocamentos. A flexibilidade dos corpos que formam a cadeia 
cinemática, foi mod el ad a através de molas de translação e torção 
situadas sobre as juntas. Ne nhum exemplo ou resultado prático do
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p r o c e d i m e n t o  foi apresentado, mas este foi indicado como 
aplicável para o tratamento de grandes sistemas de corpos 
i n t e r c o n e c t a d o s , tais como: sistemas biológicos, robôs 
m an ipuladores, mecani sm os  e estruturas espaciais.
A m i r o uc h e e Huston [68], esten de ra m o método 
d e s e n v o l v i d o  em [67], e apre se nt ar am  um procedimento para o 
estudo de e struturas flexíveis sujeitas a grandes deslocamentos. 
Neste procedimento, a estrutura, composta de corpos 
i nterconectados que sofrem movimentos relativos, tem seus corpos 
d i s c r et i za do s através de segmentos finitos.
O m o v i me nt o decorrente da flexibilidade dos corpos, é 
r ep re s e n t a d o  por um conjunto de coordenadas, que e xp ressam a 
o r i e n t a ç ã o  e a translação relativa entre os segmentos finitos. As 
defo rm aç õe s dos corpos são baseadas em deformações locais, 
associadas com equivalentes deflexões de vigas. Foi também 
u t i l i za d o um p r o c ed im en to  para a redução do número de equações, 
a p re se nt ad o  em [69], o qual é baseado num teorema de autovalor 
zero. O com p or ta me nt o dinâmico do sistema, é obtido da resolução 
das equações de mo vi me nt o  reduzidas, juntamente com as equações 
de víncu lo  associadas.
Seguindo esta linha, outros trabalhos, abordando a 
d e t e rm in a çã o da matriz associada com a rigidez do sistema, e 
sobre a viol aç ã o das condições de vínculo durante simulações 
dinâmicas, são apresentados respectivamente em [70] e [71].
Bu ff in to n [92], u tilizando as equações de Kane e a 
técnica dos modos assumidos, deu um primeiro passo para o 
d e se nv o l v i m e n t o  de uma mo d el ag em  de man ip ul ad o re s contendo 
ligações flexíveis conectadas por juntas prismáticas. As 
simulações feitas m o s t ra r am  como as v in culações impostas pelos
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pontos de suporte das juntas e o acoplamento entre as forças de 
inércia longitudinais e as deflexões transversais d e ve m ser 
incorporadas na análise, de forma correta e completa, e também 
como o tipo e o número de funções admissíveis af etam os 
r e s u l t a d o s .
2.4 - F o rm u la çõ es  cons id er an d o a flexibilidade das juntas
Os movime nt os  das juntas de um robô são obtidos através 
da u t i l i z a ç ã o  de acionadores, que podem ser conectados direta ou 
indiret am en te  com as juntas correspondentes. A conexão indireta 
u t i l i z a  u m  sistema de transmissão, ao passo que na conexão 
direta, o eixo do acionador é confundido com o da articulação.
Nas modela ge n s no rmalmente utilizadas, os elementos 
m e c â n ic o s de t ra nsmissão de movimento são considerados perfeitos, 
de modo que a relação entre entrada e saída é linear e 
p er fe i t a m e n t e  de fi ni da  através da relação de transmissão.
Entretanto, tal hipótese nãa é adequada, pois estes 
e l em entos ap re s e n t a m  características mecânicas tais como 
e lasticidade, folgas e atritos, que tendem a afetar a performance 
do m a n i p u l a d o r  como um todo. D e st a forma, torna-se importante a 
c o ns id er aç ã o destes efeitos quando da m o d e l a g e m  dinâmica de 
m a n i p u l a d o r e s .
Spong [90], propos um algoritmo de controle para 
m a n i p u l a d o r e s  contendo juntas rotacionais flexíveis e ligações 
r íg id as .N a m o d e l a g e m  considerou-se que entre o rotor do ãíuador e 
a ligação por ele acionada, existe algum tipo de elemento de 
tran sm is sã o tais como correias, cabos, engrenagens e harmonic 
drives, dotados de flexibilidade.
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Esta fl exibilidade da transmissão foi tratada como 
sendo a f l exibilidade da junta, e representada através de uma 
m o l a  torsional linear, formando assim um acoplamento elástico 
entre o atuador e a ligação por ele acionada.
A lé m disto, considerou que a energia cinética do rotor 
do atuador é d e v i d a  apenas a sua própria rotação; que a inércia 
do rotor é s im étrica em torno do eixo de rotação do rotor, de 
m od o que a e n e rg ia  potencial do rotor e a velocidade do centro de 
m a ss a do rotor são independentes da posição do rotor, e 
desp re za da s as forças giroscópicas devidas à rotação dos rotores 
dos atuadores.
2 . 5  -  C o n c l u s õ e s
Várias características desejáveis, das equações 
dinâmicas d ev e m ser avaliadas para a comparação de diferentes 
formulações. A dificuldade na formulação, e pa r ti cularmente a 
c om plexidade das expressões finais do modelo, são critérios 
durante o d es en v o l v i m e n t o  das equações. Para a implementação 
computacional, a abo rd ag em  deve ser n umericamente robusta e 
f acilmente convertível em algoritmos e programas computacionais. 
A e fi ci ên ci a  num ér ic a em termos da rapidez, é também um critério 
i m p o r t a n t e .
Como se pode observar, pela d es crição feita nos itens 
anteriores, as formulações mais utilizadas para a m o d e l a g e m  
d in âm i c a  de manipula d or es  flexíveis, são as que fazem parte da 
M e c â ni ca  Analítica. Dentre estas formulações, destacam-se as 
equações de Lagrange e o princípio de Hamilton. A pref er ê nc ia  por 
estas formulações pode ser atribuída a fatores tais como:
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f acilidade de formulação, interpretação, conversão em programas 
c o m p u t a ci on ai s e sobretudo pela sua generalidade.
As equações de Hamilton, por sua vez, apesar de terem a 
m e s m a  generalidade, quanto a m o d e l a g e m  de sistemas mecânicos que 
as eq uações de Lagrange e o princípio de Hamilton, pr o du ze m o 
dobro de equações de m ov im en to  que estas últimas formulações, 
q uando da m o d e l a g e m  de um mesmo sistema. Esta característica 
torna a formul a çã o via equações de Hamilton menos eficiente, em 
termos da rapidez de cálculo, comparativamente com as outras 
formulações, p ri nc ip al me n te  em tarefas de simulação, onde é 
r e q u er i da  a solução das equações de movimento.
Apesar de n en hu m trabalho utilizando as equações de 
Appel, para a m o d e l a g e m  de manipuladores flexíveis, ter sido 
a p re se n t a d o  na literatura, esta formulação, que pode ser 
c on si de ra d a como uma variação da abordagem Lagrangiana, apresenta 
c a ra ct er ís t ic as  idênticas às das formulações via equações de 
L a grange e p ri ncípio de Hamilton, citadas anteriormente. Sendo, 
portanto, a m o d e l a g e m  de manipuladores flexíveis através das 
equações de Appel, uma lacuna a ser preenchida.
Um aspecto no tocante a eficiência numé ri ca  das 
formulações que fazem parte da Mecânica Analítica, é quanto ao 
c onjunto de coordenadas utilizado na descrição do sistema 
mecânico. Este conjunto de coordenadas deve ser linearmente 
independente, uma vez que o contrário, implica na satisfação de 
certas condições de vinculo, quando da solução das equações, o 
que compromete a eficiê nc ia  em termos da rapidez de cálculos.
As formulações de Newton-Euler e das equações de K a n e , 
ambas enquadradas na chamada Me cânica Vetorial, são pouco 
u tiliza da s na m o d e la ge m de manipuladores flexíveis. Como citado
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por Everett [13], a formulação de N e w t o n - E u l e r , por requerer a 
soma de todos os esforços atuantes sobre um dado segmento 
infinitessimal do sistema flexível, é para muitos pesquisadores 
da ãrea, um pro ce ss o não natural de modelagem. Al ém  disto, as 
equações, que incorporam as forças de vínculo que o c or re m entre 
as ligações adjacentes, req ue re m operações aritméticas adicionais 
para a el im in a ç ã o  destes termos, de modo a obter-se relações 
explic i ta s entre os torques nas juntas e o m ov i mento em termos 
das coordenadas.
Da m e s m a  forma que a formulação de Newton-Euler, as 
equações de Kane a p r es en ta m u m  processo de certa complexidade 
q u anto a o b t e nç ão  das equações de movimento, não representando 
a ssim u m  caminho natural para a m od el a g e m  de manipuladores, de 
uma m a n e i r a  geral.
A m o d e l a g e m  das ligações, consideradas como meios 
contínuos, foi feita p r ed ominantemente pelas técnicas dos modos 
assumidos e elementos finitos, com a hipótese de que as ligações 
comp o rt am -s e como vigas. A técnica dos modos assumidos, 
n o rm al me nt e  as so ci ad a com vigas baseadas na teoria de Euler- 
Bernoulli, fornece uma de sc rição onde os deslocamentos podem ser 
escritos em função de u m  reduzido número de graus de liberdade, 
pr od uz in do  consequentemente, um pequeno número de equações do 
movimento. Por este motivo, a combinação técnica dos modos 
a s s u m i d o s / v i g a  de E u l e r - B e r n o u l 1i , tem sido bastante preferida 
para o m o d el am en to  d inâmico de ma nipuladores flexíveis, visan do  a 
implementação de estratégias de controle. Entretanto, esta 
prát ic a produz resultados cuja r ep resentatividade é limitada, 
sendo que, a implementação de uma m o d e l a g e m  mais representativa, 
implica n um aumento da complexidade e do custo.
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Já a técnica de elementos finitos, devido a sua 
generalidade, permite a inclusão de efeitos importantes, 
a ssociados ao co mp o rt am en to  dos meios contínuos, fornecendo assim 
resultados com maior r e p r e s e n t a t i v i d a d e , sem apresentar grandes 
dif ic ul da de s quanto a implementação. O problema associado com o 
elevado número de graus de liberdade, decorrente de uma m o d e la ge m 
mais refinada, pode ser contornado pela utilização de processos 
tais como o de condensação ou o de redução via síntese modal dos 
c o m p o n e n t e s .
Dev e- se  observar também, que para obter-se uma 
r e p r es e nt at iv id ad e  adequada na m o d e l a de m dinâmica de 
m a n ip ul ad o re s flexíveis, deve-se, além dos efeitos decorrentes da 
flexibilidade das ligações, considerar também os associados com 
as juntas. Os trabalhos que apres e nt ar am  modelos incluindo a 
flexibilidade das juntas ut i li za ra m as equações de Lagrange, e os 
efeitos considerados foram os devidos a elasticidade das juntas e 
à inércia dos atuadores.
Co m base nas considerações anteriormente expostas, 
pode-se concluir que, uma m o d e l ag em  dinâmica de manipuladores 
flexíveis, feita via Mecâ ni c a Analítica, utiliz an d o as equações 
de Lagrange ou o princípio de Hamilton, juntamente com um 
conjunto de coordenadas que seja linearmente independente, onde 
são levados em consideração as f l e x i b i 1 idades das juntas e 
ligações, sendo a m o d e la ge m destas últimas feita através da 
técnica de elementos finitos, constitui-se no caminho mais 
adequado para a obtenção de resultados representativos, além de 
ser uma m e t o d o l o g i a  com implementação computacional de razoável 
facilidade, boa eficiência numérica e bastante genérica. A seguir 
é a pr e se n t a d a  uma tabela com as principais referências do assunto
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T A B EL A 2. L - Principais referências concernentes à m o d e la ge m 
m o d e l a g e m  d inâmica de m a nipuladores flexíveis.
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CAPITULO 3 
UMA MODELAGEM DINÂMICA PARA MANIPULADORES FLEXÍVEIS
3.1 - Introdução
C o n f or me  v isto anteriormente, a tarefa de m o d e l a g e m  é 
de fundamental i mp ortância para o projeto e análise de robôs. A 
m o d e l a g e m  de um sistema físico inicia-se pela elabora çã o do 
m o d e l o  analítico, que consiste de um conjunto de hipóteses 
s i m p l i f i c a t i v a s , que reduz em  o sistema real, contendo infinitos 
graus de liberdade a um m o de lo  contendo finitos graus de 
liberdade, e de u m  conjunto de desenhos d es crevendo este modelo. 
Ao m o de lo  an al í t i c o  são aplicadas leis da física, de mo do  a 
ob te r- se  u m  m o d e l o  ma te m á t i c o  do sistema, expresso através de 
equações diferenciais, as quais de sc r e v e m  em linguagem m a te má t i c a
o m o d el o  analítico.
N este capitulo, será a p re s en ta do  um p r oc e di me nt o geral 
para a m o d e l a g e m  d i n âm ic a de manipul ad or e s contendo ligações 
flexíveis e juntas de revolução acionadas por motores elétricos 
de corrente continua, cujos rotores são acoplados elasticamente 
nas ligações. O  o b j e ti vo  da elabor aç ão  deste procedimento, é o de 
se ter um maior conhecimento sobre a formulação do problema, e 
melhor c o mp re en s ão  e interpretação da física do sistema.
As ligações serão consideradas como meios deformáveis, 
e mo de ladas a n a l it ic am en te  segundo a teoria de viga de 
Timoshenko. A el as ticidade das juntas será tratada analiticamente 
através de molas torcionais lineares. O  modelo ma te má ti c o será
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obti do  através da a p l i c aç ão  do princípio de Hamilton. Um exemplo 
de u m  m a n i p u l a d o r  planar contendo duas ligações será mos tr ad o no 
Apê nd ic e G, no qual as equações do m ov im e nt o serão obtidas.
3.2 - F o r m u l a ç ã o  do mo delo
O  m o d e l o  co ns id er a  as ligações como sendo vigas de 
Timoshenko, p o s s u i n d o  cada uma um sistema de coordenadas fixo na 
p r i m e i r a  junta da ligação, conforme most r ad o na figura 3.1.
Fig. 3.1 - Ligação i com sistema de coordenadas local.
Tem-se então um sistema distribuído, definido sobre o 
d o m ín io  0 ^ x £ Z, onde x é a posição espacial de algum ponto ao 
longo do eixo neutro.
Na m o d e l a g e m  das juntas, considera-se somente
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m a n i p u l a d o r e s  com juntas de revolução, acionadas por motores 
elétricos. A  figura 3.2 m o s t r a  o m odelo da junta elástica, onde a 
e l a s t i c i d a d e  da junta é consi de r ad a como uma m o l a  torsional
linear com rigidez K  ,í
Fig. 3.2 - Mode lo  da junta com flexibilidade.
As co o rdenadas ge neralizadas do modelo são q e q ,2 i 2 i - 1
onde q z _ r e p r e s e n t a  o d e s lo ca me n to  angular da ligação i em torno
do eixo y , e q = - (l/c )<f> , onde <p é o desl oc am e nt o1 2 i - 1  i 1 i
angular do rotor e c é a relação de transmissão envolvida. Entãoi
o d e s l o c a m e n t o  e lástico na junta é dado por q - q2 i 2 i - 1
A f ormulação mais geral do p ri ncipio de Ham il t on  que 
g o v er na  o m o v i m e n t o  de sistemas mecânicos, pode ser escrita na 
s eguinte forma [53]
t
2Ô(T - V)dt +
S
rS  rL dt = ° , (3.1)“ k k t k -1 1
onde T e V são r es pe ctivamente a energia c i nética e potencial do
sistema, Q r ep re s e n t a m  as forças não conservât ivas não derivadas k
de funções poten ci ai s  e ôq^ é o d es lo camento virtual generalizado
correspondente. No caso da não existên ci a das forças Q  a equaçãok
(3.1) fica
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P t 2 6L dt = 0 , (3.2)
ti
onde L = T - V é conhecido como Lagrangiano. Então o 
L a gr an g i a n o  do sist em a ap re senta a seguinte forma funcional :
L [ ^ i(t),Pi(t),p (x,t) ,p’(x,t),p (x,t) ] (3.3)
i ■ 1, 2 , . . . . ,m; j ■ 1) 2 n , 
onde u são os d e s l oc a me nt os  generalizados corres po nd en d o ao 
d e s l o c a m e n t o  das ligações e do atuador, e 0^ são as coordenadas 
el ás ti ca s generalizadas, c or r espondendo a w  e ip, desl oc a me nt o da 
linha e l á s t i c a  e inclinação desta respectivamente. Ou seja, o 
sist em a co nsiste de um conjunto completo de coordenadas 
g e n e ra li z ad as  q = {q„,...,q ;q ,,...q >T = { u (t),...,p (t);1 m  » + 1  r 1 m
;0 (x,t),...,0 (x,t) }T . Note que r é o número total de1 ( r - m )
c oo rdenadas generalizadas, incluindo o número de m  coordenadas 
ge ne ra li za da s  das juntas, em outras palavras, como indicado em 
(3), tem-se r = m  +n.
A p l i c a n d o  o pr incípio de H amilton sem considerar forças 
não cons er va t iv as  tem-se:
6 f 2 L dt = 0
J S
j!*[ § + i,«" + + §^ «0 + §;6<’]dt * 0 (3-4>
+ Á [  S * - ) « '  - H  § ; M dt + ( £  H ! * + ( +
64
( ap;)6p| 2 = 0 (3.5)' X1
e as equações de E u l e r - La gr an g e resultantes são:
§ _(  d L  ) d L  
3 t l  d u  ) ~ d i > ~( s j -
v i i 
d_f dL ) dL d _f §L 1 0
dt{  9^j J  ap j ~ dx[ dp ’ J
d _(  dT 1 9T + av d _( dV >
a t ^ d / ^ J  dPj a ^ + a x L a p j J  0 * ( 3’7 '
A e q ua ç ão  (3.6) é um conjunto de equações diferenciais 
que g o v e r n a m  os movime nt os  do sistema decorrentes dos movimentos 
das juntas, e as equações diferencias (3.7) são conhecidas como 
equações de deflexão, e d es c re ve m o mov im en to  de vib ra çã o das 
ligações elásticas.
3.3 - Ex pr e s s õ e s  de energia
Na m o d e l a g e m  das juntas, segue-se as hipóteses e
o p r o c e d i m e n t o  pro po st o  por Spong [90], onde considera-se somente 
m a n i p u l a d o r e s  c om juntas de revolução, acionadas por motores 
elétricos. O  rotor i, como um corpo intermediário, possui um 
sistema de co ordenadas próprio e u m  tensor de inércia associado:
I X x i 0 0  '
IIH4 0 I y y  i 0
0 0 I 2 2 Í J
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onde I . I e I são os momentos de inércia do rotor em tornox x  ' y y  z z
dos eixos principais. Então a energia cinética do rotor é
onde v r ep r es e n t a  a ve lo ci da d e do centro de massa do rotor. M éi i
a m a s s a  do rotor, e w. é o vetor das velocidades angulares em
torno dos eixos principais.
C o n s i d e r a n d o  que a velocidade v. do centro de massa
pode ser e s c r i t a  em função somente das coordenadas que de screvem
o m o v i m e n t o  das ligações, pode-se incluir a massa do rotor como 
p arte da m a s s a  da ligação i-1. Com isto, a energia potencial do 
rotor i d e vi da  a ação g r a v i t a c i o n a l , pode ser calculada 
juntamente com a energ ia  potencial da ligação i-1.
c i n ét ic a  do rotor é d ev id a somente ao m o vi mento em torno do seu 
eixo principal de rotação, esta energia pode ser escri ta  como:
T . = iri 2 (3.9)
X
C o n s i d e r a n d o  ainda como hipótese, que a energia
T r i yyi i (3.10)
x
y
Fig. 3.3 - Cil in dr o representando o mo delo do rotor.
Para ilustrar o efeito desta última hipótese, considere
o cilindro m o s tr ad o na figura 3.3. A energia c inética do cilindro
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é :
1 y r 2 . T 2 , T 2W  +  I W  +  I (i) x x x  y y y  z z zT = -J ( I .w ..« ! _ _ « : >  (3.11)
os m o m e nt o s pr in ci p a i s  de inércia do cilindro, com relação ao 
sist em a de c o or de na d as  mostrado, são dados por:
I s * M b 2 = I (3.12)X X  4  zz
I = 4  M a 2 (3.13)yy *
D e v i d o  a relação de transmissão c:l a velocidade 
angular w será de u m  fator c maior que as v e locidades angulares y
em torno dos o utros eixos. Consi de ra nd o w = cu = co , ay x z
e x p r e ss ã o (3.11) fica:
T = j  Mw2 (a2 + b 2/c2 ) (3.14)
Pela c o n si de ra ç ão  de que a energia cinética do rotor é 
d e v i d a  somente a rotação, tem-se que:
T = 4  Mw2a2 (3.15)2 y
O erro percentual na energia cinética, induzido pelo 
u so da e x p r es sã o (3.15) ao invés da expressão (3.11) é dado por:
Erro = - "Tp1 T x 100 (3.16)
h z x 100 (3.17)l 2 , 2 2b + c a
para o caso onde a = 1 e b = 2 com c = 50 (uma redução
c on si d e r a d a  ba i xa  para redutores do tipo H a r m o n i c - d r i v e ), o erro
percentual na ener gi a cinética é de 0,15974 por cento.
Con fo rm e m o st ra  a figura 3.2, as coordenadas
g e n e ra li z ad as  q^, utili za da s na m o d e l a g e m  das juntas, podem ser
divididas em q = (q ,q )T , onde q é o vetor das coordenadas dos j 1 2  1
atuadores e é o vetor das coordenadas que de sc r ev em  o
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m o v i m e n t o  de d e s l o c a m e n t o  angular das ligações. Então, pode-se 
escrever a e n e r g i a  c inética dos rotores dos atuadores da seguinte 
forma:
T j = + 1  q i B (3.18)
e a e n e r g i a  potencial de d e fo rm a çã o torsional nas juntas como
U = - i  (q - q ) T K ( q  - q )  (3.19)J 2 1 2 1 2
A e n e rg ia  cinética para cada ligação el ás ti ca  do 
sistema pode ser ex pr es sa  como uma forma quadrática
1
T , = T.
• T • 1P P  dm = 4i 2H g .  i
r i i -T-xp A P TP dx (3.20)i i i i iO
onde P é o vetor posição de um ponto na ligação, em relação ao 
sist e ma  inercial, e P é sua velocidade. Os símbolos p e A 
r e p r e s e n t a m  a de ns idade de m as sa  da ligação e a área da seção 
transversal respectivamente. Similarmente as ligações rígidas a 
v e l o c i d a d e  de um ponto a rbitrário na ligação e lástica é d ad a por:
P = J q (3.21)i i 4
onde J é o Jacobiano, e q são as coordenadas generalizadas4
ut il iz ad as  na m o d e l a g e m  das ligações, e c o m p r e e n d e m  as 
c oo rdenadas q m a i s  as coordenadas q g que d e s c r e v e m  o mo vi me n to  
flexível das ligações. S ub stituindo (3.21) em (3.20) tem-se para 
a e n e r g i a  c in ét i c a  das ligações:
T = 4  £  P *  P A  q T J T J q dx = 1  qT í V I 1 H dx l q  (3.22)L 2 b  i 4 i i 4 i 2 4 I ^  i i J 4i = 1J 0 M-lJO J
onde H = p A JTJ (3.23)i i i i
ou T = i  q T q (3.24)L £  4 4 4
A  ener gi a potencial para as ligações elásticas devida 
ao campo gravitacional pode ser escri ta  como:
A e n e rg ia  potencial para as ligações elásticas devida à 
d e f o r m a ç ã o  [78] é:
1 ,1 = [ eií + kGAf ■ "‘í2 1 dx* < 3 '26) 
onde k é a constante de c i s a l h a m e n t o , d e pe nd en d o da seção 
t r a n s v e r s a l .
As e nergias ci nética e potencial do sistema são:
T = T + T e V = V + U + U  (3.27)L J L L j
e o L a g r a n g i a n o  total do sistema fica
L = i  q TH(q )q + A  q TB q - 4  (q - q )TK (q - q ) -2 4 4 4 2 ^1 1 2 1 2 1 2
- G ( q 4 ) + U ( q 3 ) (3.28)
onde G(q ) repres en t a os efeitos devidos a gravidade,4
p r o ve ni en t es  da equação (3.25), e U ( q g ) da equ aç ã o da energia 
potencial (3.26).
As equações do m ov im en to  resultantes são da forma:
B k t - K (q^- q 2 ) = x (3.29)
H (q )q + h (q ) + G(q ) + K (q - q,) + U(q ) = 0 (3.30)4 4 4 4 1 ^ J
Pode-se observar nas equações anteriores que, 
c o n s i d er an do -s e a rigidez das juntas como tendendo para o 
infinito (K --- * ® ) , se terá
q i = q 2 (3.31)
ou seja, não haverá deform aç ão  e lástica nas juntas, pois
q - q ---» 0. E sendo as ligações consideradas rígidas, de modo
ao termo prove ni en te  da e xp r essão (3.26) não existir, as equações 
anteri or es  ficarão na forma idêntica a da ob tida na m o d e l a g e m  de
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m a n i p u l a d o r e s  rígidos. Deve - se  notar também, que na m o d e l ag em
m o s t r a d a  neste item, não são levadas e m  conta as forças
gir o sc óp ic as  devidas à rotação dos rotores dos atuadores, e 
n e n h u m a  espé ci e de atrito ou amortecimento.
3.4 - Eq uações do m o v i m en t o
A o b t e nç ão  das equações serã feita de man ei ra
s emelhante ao caso de ma ni pu la d or es  rígidos [79]. Desta forma,
H é o e l e m e n t o  jk da matriz tensor de inércia da iésima ijk
ligação, e B r e pr es e nt a o elemento jk da matriz n x n onde oi jk
e le me nt o da diagonal principal não nulo, corresponde ao momento 
de inércia do rotor da iésima junta, em torno de seu próprio eixo 
de rotação. Então, a energia cinética do sistema pode ser 
e x p r es sa  por:
ri
H q q dx + ijk J k
onde a = r - b/2
r = númer o total de coordenadas generalizadas do sistema 
b = núme ro  de coordenadas das j u n t a s (juntas + atuadores) 
n = n ú me ro  de ligações (e juntas) 
dos pr im ei ro s termos das equações (3.6) e (3.7) tem-se
n
Í P ]  = !  E  1 H q dx + i i B q
L aV  k - i  i - i  . o iJk  k k-1 i . i  i jk
(3.32)
M S . )  ■ A  A  J‘‘ "«j.5.*8 + K  b.í*5.j y k * l  1 * 1  » O  k * a  i « l
a n
+ E  E  
k - l  i *l
r  n j
í 4 t - H  q d x + V  E  7TT B q d t  i j k  k ^  d t  i j k  k0 k sa  i * 1
(3.33)
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onde
, a <?H dq a 3Hd o  _ v ijk • _ r iJk ;
ïït Hi j k  "  L ~dq~ S T  - L "d q ”  q88*1 8 8*1 8
j a 9B dq a 9Bd n r> ijk « _ r iJk x _ n
ï ï t B ij k " L ~ d q ~  ïït - L “5q—  q 8 - 08 * 1  8 e ■ 1 s
(3.34)
(3.35)
do segundo termo da equação (3.6) e da equação (3.7) tem-se:
6T
9q
. a  a n
= 7  E  E  ( ï  
j k - 1 8 = 1  ^ i - 1
i 8H >
‘ - 3 5 ^  qkq dx 1o d q j k 8 J (3.36)
O  terceiro termo das equações (3.6) e (3.7) dão orige m 
ao termo devi do  a gravidade
nr - dV -
G j ' M j  - ' (3.37)
A energ ia  potencial de d eformação de uma ligação 
e l á s t i c a  é dada em (3.26), e de (3.7) tem-se
n
u = 
j
u = 
j
i §_ f a u  ) 
o a* l aqjj
!:•
I * E I w + k G A ( w  - u> ) dx p/ q ’= wo I i , xx i , x M  'J J M  .
(3.38)
k G  A (w - w )dxi , X X  i , X p/ q ’= w,j i , x
(3.39)
A ener gi a de deform aç ão  devido à e la st icidade da junta 
é dada por (3.19) e de (3.6) temos:
t aqj
u  = 
j
- K i (q2i - q 2 i _,) p/ as coord. qj = q a
+ K.(q - q ) p/ as coord. q = qi 2 1 2 1 - 1 j 2
(3.40)
(3.41)
Após definir todos estes termos pode-se escrever as 
e quações do m ov im e nt o da seguinte forma:
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Z I i ■ 1 k = 1 i■1 k■1 8tl
U + j
t i B qu i j k Ik-r i = 1
onde
G  = 0  j
+ U = x i i
U + J
j - l . . . r - b / 2
(3.42)
j » r-b/2. . . r (3.43)
a a n
1 = y. E  £  i jk 8 u u  t*
■ Pl dH 1
" 1
ri 8H
L ^ - dx
i i k 8 • • J
aq q kq .dx« 0 8 « 0 jk»l 8«1 i»l
(3.44)
As e xp re ss õe s (3.44) referem-se aos termos devidos ao 
e feito de C o r i o l l i s  e centrífugo. As expressões (3.42) e (3.43) 
p o d e m  ser a gr upadas e reescritas da seguinte forma:
H (q )q + C ( q ,q )q  + U(q) + G(q) = r (3.45)
onde q é o vetor das coordenadas generalizadas do sistema, 
incluindo as c oo rd en ad as q ue  r ep resentam os grandes de slocamentos 
(atuadores e ligações), e os pequenos desloca me nt os  devidos as 
f l e x i b i 1 idades das ligações; H(q) é a matriz de inércia, 
s i mé tr ic a p o s i t i v a  definida; C(q,q) é a matriz dos torques 
c entr íf ug os  e de Coriollis; U(q) é a matriz de rigidez do 
sistema, s i m é tr ic a  p o s i ti va  definida, incluindo a rigidez das 
ligações e juntas; G(q) é o vetor dos torques gravit ac i on ai s e r 
é o vetor dos torques nas juntas.
A validade do m odelo (3.45) é limitada pelos seguintes
f a t o r e s :
i - Não ê c o n si de ra da  a di nâmica dos atuadores que fazem parte
do sistema, isto é, o torque aplicado por u m  atuador no 
instante t é função apenas do sinal de comando rece b id o por 
este atuador no m e sm o instante t.
ii - Não há limitação para os torques aplicados pelos atuadores.
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iii - A relação de transmissão entre os atuadores e as ligações é
igual a um.
iv - Não são co ns iderados os torques devidos aos atritos, nem o
am or te c i m e n t o  estrutural.
v -Não são consideradas as f l e x i b i 1 idades da base e do
e f e t u a d o r .
Qu al qu er  atuador terá limite fisico para o torque. Não 
considerar este limite, significa que o atuador será escolhido de 
tal forma que as necessidades geradas sejam supridas 
i n t e g r a l m e n t e .
Q ua nd o existe redução do movimento entre os atuadores e 
as ligações, como no caso de transmissões por engrenagens ou 
H a r m o n i c - d r i v e , ocorre uma redução do efeito dos torques 
dinâmicos provoca do s pelo mo vi mento das ligações [79]. Por esta 
razão, ao considerar a relação de transmissão igual a um, esta-se 
ex am in an do  a pior condição com relação aos efeitos não-Iineares 
presentes na equação (3.45).
Ao desprezar os atritos, deve-se ter em mente que nos 
m a n i p u l a d o r e s  em uso corrente os torques devidos a este fator são 
da o r d e m  de 25% dos torques totais produzidos nos atuadores [80]. 
Entretanto, para robôs com acoplamento direto, o atrito é pequeno 
e a hipótese cons id er a da  se aproxima bastante da realidade.
Como na maior ia  das aplicações práticas de 
manipuladores, as garras ou dispositivos que r e pr e se nt am  o 
efetuador são considerados como rígidos, a consideração, na 
modelagem, da flexibilidade no efetuador justifica-se somente 
quando são u tilizadas garras flexíveis ou com conecções desta 
natureza, ou então dispositivos do tipo RCC (remote center 
compliance). A flexibilidade na base do manip ul ad o r é uma
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c a r a c t e r í s t i c a  indesejável, pois como a ma ss a entre o efetuador e 
a base é m ui to  grande, a e x is tê nc i a de flexibilidade na base 
compr o me te  a d i n âm ic a  do sistema. Sendo assim, a consideração da 
base rígida é ba stante adequada, e a localização ideal para as 
f l e x i b i 1 idades é nas ligações e juntas.
No Apên di ce  G, é apresentado um exemplo ilustrativo da 
a p li ca çã o do p r o c e d i m e n t o  d escrito neste capítulo, para o caso de 
um m a n i p u l a d o r  planar contendo duas ligações.
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CAPITULO 4 
METODOLOGIA PARA A MODELAGEM DINÂMICA 
DE MANIPULADORES FLEXÍVEIS
4.1 - Introdução
Ne st e capitulo, serà apre se nt a da  a m e t o d o l o g i a  para a 
m o d e l a g e m  de m a n i p u l a d o r e s  flexíveis a ser ut il iz ad a nas etapas 
de s im u la çã o e análise.
Es t a m e t o d o l o g i a  é d e s en vo l vi da  para o caso de 
m a n i p u l a d o r e s  cujas ligações são interconectadas por juntas de 
r ev olução e o a c i o n a m e n t o  feito por motores elétricos.
As ligações são d i s c r e t izadas através de elementos 
finitos, e a flexibilidade das juntas, consi de ra d a como a 
fle xi bi li da de  do sistema de transmissão entre o atuador e a 
ligação, através de molas lineares.
Pa ra  a obt en çã o das equações de m ov imento é u t i l i z a d o  o 
p r o c e d i m e n t o  v ia equações de Lagrange, e o c onjunto de 
co ordenadas u t i l i z a d o  é composto das coordenadas de corpo rígido 
das ligações, e das coordenadas que d e s c r e ve m as de formações das 
1 i g a ç õ e s .
4.2 - D e s c r i ç ã o  C i n e m á t i c a  do M odelo
O tipo de sistema a ser mo de l ad o constitui-se de uma
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c a d e i a  ci ne m á t i c a  aberta, de corpos flexíveis interconectados por 
juntas, conforme m o s t r a d o  na figura 4.1.
Fig. 4.1 - C a d e i a  cinemática.
Para a d es cr i çã o cinemática, utiliz a -s e u m  conjunto de 
coor de na da s g e n e ra li za da s  p = [ p r , p p ] , composto das 
coor de na da s que r e p r e s e n t a m  os grandes desloca m en to s não lineares 
de corpo rígido das ligações em torno do eixo de rotação das 
juntas p R , e das coordenadas nodais que d e s c r e v e m  os pequenos 
d es lo c a m e n t o s  devidos as deformações sofridas pelas ligações p f .
Para a d i s c r e t ização por elementos finitos das 
ligações, d e no t a - s e  o j-ésimo elemento da ligação i como sendo o 
ele me nt o ij.
O  elemento finito utilizado na d is cr e t i z a ç ã o  será de 
viga, tridimensional, basea do  na teoria de vigas de Timoshenko. 
Este e l e me n to  possui c om primento e seção constante, doze graus 
de liberdade, associ ad os  aos problemas de flexão, torção e
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d e f o r m a ç ã o  axial, ver figura 4.2. Os graus de liberdade devidos a 
torção e d e f o r m a ç ã o  axial são considerados de sa coplados dos graus 
de liberdade de flexão.
Na d e s c r i ç ã o  dos deslocam en to s devidos a flexão, são 
u ti li z a d a s  as funções de interpolação clássicas da teoria de 
vigas de T i m o s h e n k o  [65]. Os des lo ca me nt o s devidos a torção e 
d e f o r m a ç ã o  axial são descritos através de funções de interpolação 
1i n e a r e s .
Fig. 4.2 - El emento finito ij e sistema de coordenadas
i .
As funções de interpolação para o ele me nt o descrito 
a nt er i o r m e n t e  podem ser expressas da seguinte forma
[N] » j
1
[+<í>
N N N 1 2  3 0 N N N N N4 5 6 7 8 0 N N9  I O
O N  O N  O N  O N  O N  O N1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6
O O N N N  0 0 0 N N N  01 7  1 8  1 9  2 0  2 1  2 2
(4.1)
onde
N = 1 (1 + 0)(1 -  V (4 • 2)
N =2 6(Ç - f)ri (4 • 3)
N = 3 6 ( - € + ç2 )6 (4 .4 )
N =4 [- 1 + 4Ç - n 2 - d (4 .5)
N = 5 Í- 1 + 4Ç - 3Ç2 - (1 - ç ) * ] ^ (4 .6)
N = 6 (1 + (4 .7)
N = 7 6(- Ç + Ç2 >n (4 • 8)
N = 0 6<Ç - |2 )ô (4 .9)
N =9 (2Ç - 3Ç2 - ç<P)£S (4. 10)
N = 1 0 (2Ç - 3Ç2 - (4. 11)
N = il [1 - 3Ç2 + 2Ç3 + (1 - (4. 12)
N = 12 - (1 + <*>)(ï - (4. 13)
N = 13 u  - 2Ç2 + 53 + 2  <5 - ç2 )<f>K (4. 14)
N =14 [3Ç2 - 2Ç3 + !4>] (4. 15)
N =15 - (1 + <*>)£&7 (4. 16)
N = 16 l- ç 2 + ç3 - j  (5 - ç2 )4>]l (4. 17)
N =17 [1 - 3Ç2 + 2Ç3 + (1 - ç)<i>] (4. 18)
N = ie (1 + *)(1 - (4. 19)
N = 1 9 t- Ç + 2Ç2 - 53 - 7  (ï - ç2 )<i>] (4. 20)
N = 2 0 [3Ç2 - 2Ç3 + ?♦! (4. 21)
N = 21 (1 + ♦ ) € « (4. 22)
N =2 2 [ç2 .- €3 - 4  u 2 - (4. 23)
1C
Z ’
_ y 
11 - Z , 6 = 1  e
12 E I 
♦ ■ k'G A l Z (4. 24)
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sendo o p a r â m e t r o  de cisalhamento, EI a rigidez a flexão da 
viga, k o c o ef ic i en te  de cisalhamento, G o m ódulo de cisalhamento 
e A a área da seção transversal.
As funções de interpolação [N].^, r e p re s en ta m os modos 
de d e s l o c a m e n t o s  elásticos, sendo que cada uma das funções está 
a s s o c i a d a  com o d e s l o c a m e n t o  unitário de uma das coordenadas, com 
todas as outra s c oo rdenadas com d e s lo ca me nt o  re stringido a zero.
Na c o n si de ra çã o  dos efeitos do c i sa lhamento transversal
na formulação, a seção transversal da ligação é co nsiderada
circular. D e s t a  forma, os coeficientes de ci sa lhamento k e ky z
p o d e m  ser d et er m i n a d o s  através da expressão [90]
t . -64V % 7 - <4-25»
onde k é o c o ef ic ie nt e  de cisalhamento médio e i> é o coeficiente 
de Poisson.
As funções de interpolação mostradas em (4.1), são 
escritas de m o d o  que os efeitos, separados e combinados, da 
inércia ro t at ó r i a  e cisalhamento p odem ser facilmente observados. 
Por exemplo, se o pa râ metro de cisalhamento <p é igual a zero, as 
funções de interpolação em (4.1) c or responderão ao caso em que o 
efeito de c is al h a m e n t o  não é considerado. Se, adicionalmente, os 
termos rj e Ô são iguais a zero, as funções de interpolação 
r es ultantes são idênticas as utilizadas na referên ci a [36], na 
qual ambos efeitos de inércia rotatória e cisalhamento não são 
c o n s i d e r a d o s .
A r e p r es en ta ç ão  do vetor posição de um ponto p sobre um 
volume infinitesimal, no elemento ij, com relação ao sistema 
inercial X YZ da figura 4.1, é dado por
r p = r 1 + r J , (4.26)
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onde r* é o vetor posição da orig em  do sistema inercial XYZ até a 
o r i g e m  do sistema de coordenadas X 1Y 1Z i da ligação i, e r| é o 
vetor p o si çã o  da o ri ge m do sistema X ^ ^ 1 até o ponto sobre o 
e le me n t o  ij.
C o n s i d e r a n d o  que o conjunto de coordenadas que 
r e p r e s e n t a m  os de s lo ca me nt os  nodais pode ser r ep r esentado como 
P F= C p a , p^ ]T , onde as coordenadas pA r ep re se nt am  as 
c oord en ad as  nodais dos últimos nós das ligações anteriores a 
ligação i, por onde passa o eixo de giro das juntas, e p^ 
r e p r e s e n t a n d o  as coordenadas nodais do elemento ij, sobre a 
ligação i. D e s t a  forma, a expressão (4.26), pode ser escrita como
rp = r = r*(p ,p ) + r j (p ,p ,p ) . (4.27)o  ij o  R  A  i R  A  L
4.3 - Expres sõ es  de Energ ia
A ener gi a cinética de um elemento j da ligação i, é
dada por
i j
(4.28)
onde f é o vetor v el oc id a de  do volume i n f i n i t e s s i m a l , e pode 
ser exp re ss o como
r’(ri+ r í h -  ra(ri+ r ! h -  . r9<rí h -ru ' L «p„ Jp» L 8p4 Jp* L9P,. Jpi (4.29)
Isolando-se os termos de velocidade, tem-se
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i j ■[
a(r* + rj ) 0 i
ap„
8<rô+ rl>
ap.
8<lí* 1 
L Jap
(4.30)
S ub st i t u i n d o  (4.30) em (4.28) e us ando a notação p 
tpR Í>A P L Í» a e n er gi a cinética de um elemento ij fica
ij
rp __ X ' T ||6 "T - x  p M pij 2 *ij ij *ij (4.31)
onde M e é a matr iz  m a s s a  do elemento ij. i j
C o n s i d e r a n d o  r 1 = A(p ,p ) e = B(p ,p ,p ), então a0 R  A  i R A  L
matr i z m a s s a  pode ser e x p re s sa  como
M e =[ P 
i j
d-o. , » 1 j
onde fa(A+B)1 T fa(A+B)1L app J L 3Pp J
(4.32)
representa a inércia do elemento em torno
das c oo rdenadas p R de corpo rigido; fa(A+B)1 T f~3 (A+B)~]L «P. J L 9P. J
ac op la m e n t o  inercial entre as coordenadas de corpo rígido p R e as
coordenadas dos nós das ligações anteriores à ligação i, p ^ ;
[a(apB)] í§p"~l ° ac°P^amento inercial entre as coordenadas pR e
! ^ , ♦ ra(A+B)iT ra(A+B)ías coordenadas nodais p^ do elemento ij ; 1 g p I 1 a
A A
inércia do ele me nt o em relação as coordenadas p ^ ;
[ ^ ] T [ I ^ ]  o ac oplamento 
rdenadas p t ; [fíii] * [§ÍÊi]COO
suas coordenadas nodais.
inercial entre as
a inércia do el emento em relação as
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A e n e rg ia  potencial de deform aç ão  elástica, para um 
e l e me nt o ij é da da  por
V e
onde [ U C j j ® a m a t r ^z ^e rigidez do elemento ij, e leva em 
c o n s i d e r a ç ã o  os efeitos devidos a flexão, cisalhamento, 
d e s l o c a m e n t o  axial e torção. E a energia potencial, devida a 
gravidade, p a r a  u m  elemento ij, é dada por
„  ■ L
V = p g [ l  0 0 ] r dv . (4.34)8 = « L, i j i j
i j
4.4 - Um E x em pl o de A p l i ca ç ão  da Me to d o l o g i a
C o n s i de r e o m an i pu la do r a rticulado mos tr a do  na figura 
4.3, cuja c ad e ia  c i ne má ti c a pode ser repr e se nt ad a conforme 
m o s t r a d o  na figura 4.4.
Fig. 4.3 - Manipu la do r articulado.
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Então, para um e lemento j da ligação 1 tem-se
=  r j =  T 1 ri o  j (4.35)
onde r^ é o ve to r  posi ç ão  do ponto p com relação ao sistema de 
c oorde na da s da ligação X iY iZ 1 , sendo expresso por
Fig,
c inemá ti ca  do sistema mos tr ad o na fig. 4.3.
r  =  
j
(j - 1)1 + Ui
V
1
w
1 j
1 j
I
i i
(4.36)
W  são os campos de d e sl oc am e nt o axial ei J
transversais, que expressos em termos das coordenadas nodais, 
através das funções de interpolação, podem ser dados por
U = Í n n N O N  N N N N O N N  h  <l! (4.37)lj 1 2 3 4 5 6 7 8  9 1 0  J 1 j J
.V = í 0 N O N  O N  O N  O N  0 N lj q* 1, (4.38) lj 11 12 1 3  14 1 5  16J 1 j í
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W  = f 0 0 N N N 0 0 0 N N N 0 li q e i,lj L 17 1 B  1 9  2 0  21 2 2  J )  J f
( e \ T _  J 1 1 1 1 11 j J ~  6 j - 5 6 J - 4 6 j - 3 6 j - 2 q 6 j - 1
l6j + 6 j ’q 1 q 1 q 1 q6 J ♦ 3  6 j + 4 6 j + 5
( 4 . 3 9 )
6 j 6 j ♦ 1  6 J  + 2
(4.40)
T° as
0 0
0 cos© -sen0 1 1
0 sen0 COS0 í  J
(4.41)
com isto, o vetor pos iç ão  em relação ao sistema inercial fica
1 j
(j - 1 )l + U
1 1 j
V cos0 - W  sen0
1 j 1 1 j 1
V sen0 + W  cos© 
i j  1 i j  í
(4.42)
Pode-se o bservar que
1 j 1 6  j - 5 6 j - 4 6 j - 3 6 j + 5 6 j + 6
ou seja, r é função de 0^ e das coordenadas nodais locais.
O vetor de coordenadas generalizadas para o elemento
1j , fica p T = {0 q 11 j 1 6 j - s c k = 13,6 J + 5  6 j ♦ 6 1 j , k
e a e x p r e s s ã o  para a ene rg ia  cinética deste e lemento pode ser 
esc ri ta  como
T = i  p T M e p , ij 2  * i j  i j  * i j (4.44)
onde
M e (i,k) ij i k
r ar -i r 9r -i 
«  L l j , i J L 1 j » •*
(4.45)
A matriz ma ss a elementar, cujos termos M* (i,k) contém as
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c o nt ri b u i ç õ e s  devidas ao mo vi me nt o da corpo rigido e das 
d ef or ma çõ e s elásticas, é chamada, segundo a literatura, de Matriz 
de Inércia Generalizada. É p ositiva de fi ni da  e simétrica, 
a p r e s e n t a n d o  a seguinte forma:
M
i j 
i » i 
i j 
1 > 2 
1 J 
1 * 3
M M 1 j 
1 » 3
M 1 j M l j M1 , 1 1  1 , 1 2  1 , 1 3
M 1 j
Í-* 1 1- ,J J 1 2 , i:
1,12
M ,J1,13
onde os termos de M
1 3 x 1 3
(4.46)
ij
e m  são mostrados no Apêndice B. ij
Como a ligação 1 é dividida em n^ elementos finitos, a
e n e r g i a  c i n é ti c a total, é obtida pela soma da energia de todos os
e le mentos lj da ligação, ou seja
n n
T = V T = v 4 p T M P = 4  p T M p (4.47)
1 . . .  . . .  2  ^  * 1 J  l j  K l j
onde P tJ = í qj q'2 qj q 1 q 1 q 16 n  + 4 6 n  + 5 6 n  + 6 1 1 1
Para um ele me n to  j da ligação 2 tem-se
r = r 2 + r j2 j o 2 (4.48)
onde r Q é o vetor posição da o r ig em  do sistema local da 
ligação 2 , X 2Y 2Z 2 , com relação ao sistema inercial OXYZ; e r^ é
o vetor p o si çã o de u m  ponto qualquer do elemento finito 2j em 
relação ao sistema inercial.
Como o centróide das ligações 1 e 2 (modeladas como 
vigas), não coincidem, a m o d e la ge m  da interconecção
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e ntre os ele me nt o s finitos destas é feita co ns iderado-se que 
entre a e x t r e m i d a d e  inicial do pr imeiro elemento da segunda 
ligação (elemento 21), existe uma ligadura rígida (ou ombro), 
cujos terminais e stão rigidamente embutidos no nó e no elemento, 
c onforme m o s t r a  a figura 4.5.
C o n s i d e r a n d o - s e  também, que o sistema de coordenadas 
X YZ do elemento, fixo na ex t remidade inicial deste, e o sistema
♦ ♦ ♦de coor de na da s  X Y Z  do nó são paralelos, e que a direção dos 
$eixos Z e Z é coincidente, então a relação entre o vetor q 
con t en do  os d e sl oc a m e n t o s  e rotações da extremidade do elemento, 
♦e o vetor q con te nd o  os des lo ca me n to s e rotações do nó, é dada 
p o r :
D  q * (4.49)q
ou (4.50)
Fig. 4.5 - Liga du r a rígida do elemento 21.
onde q e q* são os d eslocamentos da extremidade do elemento e doi i
nó, respectivamente, e q 2 e q* as rotações da extre mi d ad e e do
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nó. A m atriz I é identidade de or d em  3, D é a matriz de transição 
entre os sistemas de coordenadas do elemento e do nó, dada por:
' 0 L yi 0 ■
-L yi 0 0
0 0 0
A  e x p r es sã o (4.47) pode ser reescrita como
f 1  ^L + q 11 6 n +1
• '{3 + 1)1, + U2 2 j
-
T° T . „1 1L + q ► + ipO(j» 1 V >1 yl i 6 n 1+2 
q]
1 2 2J
Wk 6 n ♦ 3 * ■* L 2 j J
onde T° e T* são as ma tr i ze s de transformação, respectivamente, 
entre OX YZ  e X 1Y 1Z 1 , e entre X 1Y 1Z 1e X 2Y 2Z2 , sendo
T 1 =
sen0 ’ 
2
0
C O S 0  ’ 
2
C O S 0  ’ 
2
0
- s e n 0’ 
2
(4.53)
onde 0 ’ = (0 + q 1 ), e L r epresenta o c om primento da2 2 6 n +5 y 1
ligadura rígid a que faz a interconecção entre a ligação 1 e a 
ligação 2. As coordenadas q 1 , q 1 e q 1 r ep re se n ta m osv 6 n * l’ 6 n +2 6 n +31 1  1
d es lo c a m e n t o s  do último nó da ligação 1, e a c oordenada q 1 a6 n ♦ 61
rotação deste segundo a direção do eixo Y 1 da ligação, sendo n^ o 
n ú me ro  de elementos da ligação 1.
Então observa-se que para um elemento na ligação 2
2 J 1 ' 2 ' *6 1 1  ^+ 1 ^ 6 1 1  ^+ 2 ’q6ni+ 3’q6ni + 5 ’q 6j - S ’ **6 j - 4 ’ %  j - 3 ’
(4.54)
ou seja, r = f(p ,p ,p ) é função de 0 e 0 ; de algumas2 j R A L 1 2
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c oordenadas do segundo nó do último elemento da ligação 1, 
q 1 , .. ., q1 ; e das coordenadas nodais do j-ésimo elemento6 n + 1 6 n + 51 1
6 j ♦ 6
0 vetor de coordenadas generalizadas para o elemento 2j
pode ser escri t o como p T = {© 0 q 12 j 1 2 6 n ^  + 1
k = C o m  isto, a energia cinética deste elemento fica
M  e = 
2 j
M
T
2 j
1 •
=  T  P 2j
T  M e 
2 J
I2 j  
1 , 1
m 2 j1 , 2 M 2 j1 , 3
M 2 j 2 , 2 M 2 j2 , 3
M 2 J 
"6 , 6
M
(4.55)
2 j 
1 , 1 8
M 2 j 2,18
M 2 j 6,18
1 2 x 1 2
18x18
( 4 . 5 6 )
sendo os termos de M  e e m * ,  mostrados no Apêndice B, e
M e ( i , k )  =  M 2 j  =2 j i k
2 J 2 j
r ° rT
Pl i =  k  =  1 , . . .  1 8 .
(4.57)
A ene rg ia  cinética total da ligação 2 é dada por:
n n2 2 . • •
T = V T = V 4  p T M p = -4 p T M  p (4.58)
2 , , 2 j L  2  * 2 J  2 j * 2 J  2  2 j 2 j * 2 J
j * 1 J ■ 1
onde p = { Q 6 q 1 q 1 q 1 q 1 q 2 q 2 q 2 ...* 2 j  X 1 2 6 n ♦ 1 6 n + 2 M 6 n  + 3 6 n  + S M 1 M 2 n 31 1 1 1 
. .. q 2 q 2 q 2 }•6 n * 4 6 n 4 5 6 n  ♦ 61 1 1
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Para o j-ésimo el emento da terceira ligação, o vetor 
p o s iç ão  é e x p r e s s o  como
r = r 3 + r j ,3  j 0  3 (4.59)
ou
3 j
- fL + q 1 r ? y L +  q z -1 6  n „ + 1 2  6 n + 1
T°< L + q 1 ► + T°T1- q 2 ►1 K l 6 n + 2 1 2 6 n  + 2
q 1 L +  qzk. 6 n ♦ 3 i z 2 6 n ^  + 3j
- ( j + r n ,  + u ' -
t ° t 1t 2 .
3 3 j
V »1 2  3 3  J
w1 3 J  J
(4.60)
onde
T 2 =3
’cos e’3
s e n 0’3
0
■sen©’3
c o s 0’3 (4.61)
sendo 0 ’ = (0 + q3 3 6 n  + 6
2
), e L é o co mprimento da ligadura
rígida u t i l i z a d a  para a interconecção entre a ligação 2 e a 
ligação 3. As coordenadas q 2 , q 2 e q 2 r ep re s e n t a m  os6 n + 1 6 n + 2  6 n  + 3
2 2 2
d e s lo ca me n to s do último nó da ligação 2, e a coord e na da  q 2 a6 n + 62 2 rotação deste segundo a direção do eixo Z da ligação, sendo o
n úmero de elementos da ligação 2 
D e s t a  forma r 3 j
2 2  3 3 .,q , . . ,q ,q , . . ,q ), e pS n  t l  6 n  + 6  6 J - 5  ^ 6 j + 6  * 3 j
2 2
q 6n * 1 *’’‘,q6 j + 6 } = Í P j , k }’ k =
6 n ^  + 1 6 n ^  ♦ 5
O , ,  e .  8 ,
A e n e rg ia  c inética para o j-ésimo elemento da ligação 3
f ica
onde
T = i  p T M e p ,3  j 2 3 j 3 j 3 j (4.62)
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M (i,k) = M3 j i k
3 j _ r -1 |- dr -1
P [ ã p ^ J_] ' [ ã p ~ ]  d,,3j « 3 L 3 j , i L 3 j, Jr*
i = k = 1 , 2 3  .
(4.63)
ou
M 3 j
M 3 j M 3 j1,1 1,2 M
3 J 
1 , 3
M 3 j 2,2 M
3 J
2.3
m 3J3.3
M
M
3 j
1,23 
3 j
'2, 23
M 3 j 11,11 M
3 j
11,23
12x12
2 3 x 2 3
(4.64)
os termos de M e são mo s trados no Apêndice B.3 j
A ener gi a  cinética total da ligação 3 é dada por:
n n
3 3 i i ' 1T = V T = £ 4 p t m  p = 4 p T M p (4.65)
3 , , 3 -* « , * 3 J 3 J 3 J * 3 J 3 -f 3 J j = 1 j = 1
onde p = { 6 0 6 q1 q1 q1 q1 q23 j 1 2 3 6 * ^  + 1 6 n i + 2 61^  + 3 6 n ^  + 5 6 n z + 1
2 2 2 3 3 3q q q q q q6 n ♦ 2 6 n + 3 6 n + 6 1 2  3
2 2 1
3 3 3 ,q= . q„ _ q c c } •6 n + 4 6 n + 5  6 rt + 6 1 1 1
A  energia potencial para um elemento lj é da da  por
V = V + V (4.66)
1J e u  * u
« r(j - l)>t1 +
V = p,g [ 1  0 0] T° - V1 j « v 1 1 1J
1 jVf
L 1 j J
d« +  
i j
? { <  }"[ u Ti ] { Q* } (4.67)
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ou
g[(j - i)tz + A ^  fql + ql 11I L 1 2 1 ^ 6  j - S 6 j + 1J J
+ H q* }T[ 0 - ] { } (4.68)
onde m i r ep re s e n t a  a m a s s a  da ligação 1 por unidade de 
comprimento.
A ener gi a potencial total da ligação 1 é dada por:
n
n
V = Y V = m g [ 1 0 0 ] T °i ^ ij i ij-1
— j(n^- I K J  + {Ru}{qí} 
{Rv}{qv}
onde
(Râ)
í r 3}
(Rw>
{qî}
{qv}
•[  
■[ 
■{ 
•{ 
■{ 
■{
1 1
“3 £ i l '
1 i
2
* 2
T I  1
-ei—
£ 2 _ i «
1 2  1
< < < 3
< < <
< < <
cr < <
i
i1* 1 9
*1 I
0 I 
0 I
t 1
“ I
l 1
~2
Bz
" T l ]
à ]
q 1 q 15
i «,
i
1 }
1 q ’ q 1 16 n 6 n + 2 6 n + 6 f1 1  1 J
1 q 1 q 1 l6 n  - 1 6 n  + 3 6 n  ♦ 5 |1 1 1 J
6 n - 5 1
(4.69)
(4.70)
(4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)
(4.75)
(4.76)
A energia potencial para um elemento 2j é dada por:
V = V 2 j g + V (4.77)2J 2 j
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2j
* “ f  -i -> L +  q 11 6 n  + 1
•
P„g Í1 o 0] T ° < L + q ►2 1 y l  6n + 2
2 j q „t 6  n + 3  j _
O U
-
( j + u - e  +  u  '
-i
T ° T 1 <
2  2  j
V ►
1 2 2 j
W
1 2 J  J *
d<u + 
2 j
(4.78)
V2 j = m2g [1 0 ° í
f
L  + q 11 6  n + 1
T ° < L  + q 1 11 yl 1 q 6 n l
+ 2
l 6  n + 3 J
l +
2
u + m ’ + < V 2 > < , - 5 + < V 2,IC ,
+ T (V 2,<1 e j-< +
2
+ (V 2)< , . 2 -
.2
.‘V 2 ’“ 6 J . 3  ♦  » V 1 2 » ^ , - ,  +  « V 2 » ^ , ^  -
(4.79)
V
2 j = m :8Í2{(L' + “• % * « ]  + <j " 1,l2senez * T  (q e j . s
+ q 2 l s e n 0’ + [ i  q 2 + i-,. t q 2 + 4- q 26 j  + l  J 2 [  I  6 J - 4 1 2  2 6 j 3T 6 j + 2
" T l  V e j ^ e ] 0 0 8 0 ^} + I  {  q 2 }  [ ü 2 ]  {  q 2 }  { 4 ' 8 0 )  
Para a ligação 2, a energia potencial total fica:
V =
n
2
l v 
j-i 2 j
m 2g [1 0 0]
L + q 1
1 6  n + 1
L + q 1 Vn t + 
y l  t  6 n j + 2  I 2  2
q 6 n  + 3
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+ T
- j ( n 2- 1 )t\ + ( R u }{ q u } 
{R?}{qv}
{ R - H q 2 } ’ { ’ » H 6 * ]  { 5 * }  ( 4 '8 1 ’
ou
A ener gi a potencial para um elemento 3j é dada por:
V = V 3 j g + V3 j 3 j
(4.82)
3 j P,g (1 0 0] 
3 J
L + q 1 '
L + q 
y 1 „ 6 n  + 2
6 n  + 3
+ T
f  7L + q z2 6 n + 1
2 2
q 6n + 2
L + §2, z 2 6 n +3.
2
+
+ T
( j+l)*3 + ü 3j 
V 3 j
w 3 j
d« +3 J (4.83)
v 3 j  =  m 3 *  t 1 0  °J
- r 1 ■> 
L . + «l]
r 2 ^ L + q*1 § n + 1
L +  q ? 1
2 6 n + 1
T°< >£ + T°< 2 2q1 y l  6 n  + 2 3 2 6 n  _ + 2
_ qk 6 n  + 3 j L + §2k z 2  6 n + 3v
+ T
u + m 2 + (v 2 ) ^ j .b + < V 2 >q e j +1
< V 2 )q63j -4 + + < V 2 ,q e j + 2
< V 2 , q 6 J - 3  +  (^ 3 / 1 2 > q e3 J - 1 +  < V 2 ) < j + 3
u 3/ 1 2 ) q 3 
2 6 j + 6
(</12)q3 B3  6 j ♦ 5 J
i{-, )'[».]{•,} (4.84)
= m  gt < JL + q 1 ] + Íl + q 2 |sen0’ + q 2 cos0 ’ +3 j 3  3 I ^ 1 6 n + 1 J ^  2 ^ 6 n  + lj  2 n 6 n  + 2  2v i 2 2
+ |*(j - 1)£ +i fq3 + <13 11 s e n ©’ + [ i q 3 + * £  q3 +L 3 2  (  6 j - 5 6 j ♦1J J 2 3  L 2  6 j - 4 1 2  3 M 6 j
+  4 « « j . z  *  T 5  + 1  { “ 3 }T[ ü 3 ] { q s } (4-85»
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onde 0 ’ = (0* + 0 ’).2 3  2 3
Pa ra  a ligação 3, a energia potencial total é dada por:
n
V 3 *  £ 3  V 3 J  *  m 3 g  ( 1  ° 0 1  j a 1
r i L +  q 11 6 n ♦ 1
T°< L +  q ’ 1 ►1 y l j  6n 
q l * 2L 6 n ^  + 3 J
n l +3 3
+ T
f y y L + q z2  6 n + 1 “l (n3“ 1 )ll +
-
2 2 
q 6n ♦ 2 >n 1 + T°<3  3 3 ►
L +k z 2 6 n + 3v {r 3}{Í2} m
3  {  5 3 F f  } (4.86)
A ene rg i a potencial de deform aç ão  elástica, para um 
e lemento ij é independente das coordenadas p R e p a , e dada por
(4.87)
onde [ ü  ij ] ^ a m a triz de rigidez do elemento ij, cujos 
elementos são apres en t ad os  no Apêndice C. Esta matriz leva em 
conta os efeitos devidos a flexão, c i s a l h a m e n t o , des lo ca me n to  
axial e torção.
Os efeitos devidos a gravidade são obtidos da seguinte
expressão
av
■ij
’ i J
(4.88)
onde os vetores elementares contendo estes efeitos são 
a presentados no Ap êndice D.
Os termos devidos aos efeitos giroscópicos são obtidos 
da seguinte expressão
94
Jk 1 m II1 m
dM i j ( k , l )
a p
3M i j( 1 , m)
ap i j,k
p pj,l*ij,m (4.89)
As matr iz e s elementares de cada ligação que contem 
estes efeitos, a p r e s e n t a m  u m  arranjo idêntico ao das matrizes 
massa, e são m o s t r ad a s no Apêndice E.
Como carregem en t os  externos, são considerados apenas as 
forças e mo m en to s externos que atuam na e xt remidade livre da 
cade ia  cinemática, conforme m ostra a figura 4.6.
As forças e mom en to s  externos podem ser denotados por 
P = [ F F F M M M  ]T , e são relacionadas com as forçasx y  z x y  z
g e n e r al i za da s através da seguinte relação [79]
Q = J P (4.90)
onde Q é o vetor das forças generalizadas e J é a matriz 
Jacobiano, a s s o c ia da  com a transformação de coordenadas. No 
A p ê n di ce  F são a pr es entados o Jacobiano e o vetor Q.
e P
Z77T
Xo
z°
Y c
O ,
Z
03
K3
Mx
Fx
/ M
Fig. 4.6 - Carrega me nt os  externos na cadeia cinemática.
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4.4.1 - Con d iç õe s de C o n to rn o
C o n s i d e r a n d o  que cada ligação i comporta-se como uma 
v ig a do tipo e n g a s t a d a - 1i v r e , tem-se então, no primeiro nó de 
cada ligação a imposição de que tanto os d eslocamentos como as 
rotações sejam zero. Ou seja, q*(t) = q i(t) = q*(t) = q 1 (t) =1 2 3 4
q*(t) = q*(t) = 0.
Estas condições de contorno, fazem com que as energias 
c iné ti ca  e potencial de cada ligação sejam expressas da seguinte 
forma:
1 • t
1  P i
1 * TT = t  p M p
2 2  2 2 2
1 • T  •T = 4  p T M p3  2 3  3  3
onde 
p i = { 6 i V i } ’
p = { 0 0 q 1 q 1 q 1 q 1 u» },2 1 2  6 n + 1 6 n ♦ 2 6 n  ♦ 3 6 n  ♦ 5 * 21 1 1 1
p = { 0 0 0 q 1 q 1 q 1 q 1 q 2 q 22 1 2 3 6 n + 1 6 n  + 2 6 n + 3 6 n  + 5 6 n  ♦ 1 6 n + 21 1 1 1 2  2
(4.91)
(4.92)
(4.93)
(4.94)
(4.95)
q  q  iM },
6 n + 3 6 n + 6  * 32 1
í _ i _ i _ i ui = { q q q q7 8 9  1 0 q* q 1 q 16 n ♦ 4 6 n + 5 6 n  ♦ 6i i i
(4.96)
}, i = 1,2,3.
(4.97)
n
V = m ^g [1 0 0] T" <
" T (lV  1)Zi + tR“Hq u } '
{ R v }( q v }
{Rí}{qí}
H ’ * } > - ] { * • }
(4.98)
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V z = m 2g [1 0 0]
- L + q 1
T°<
1
L + ,»■
♦ 11
1 6 n ♦ 21
1 6 n ♦ 3 *
2 2
+ T
n
r(n - 1 )■£ + { R u M q u }T  2 '  ~  2
{ R v } { q v } 
{ R w H q S }
(4.99)
- r 1 L + q 1
= m g  [1 0 0] T°<
1 6 n +1
L + q ? 13 1 ylq l 6 n i+2
6 n ^  + 3 j
3 3
+ T
nf 2 L + q Z2 6 n + 1 r - j ( n 3- 1 K 2 + {Rã}{qã}'
-
q 2 26  n  + 2 >n t  + T°<3 3 3 { R v } { q v } ►
L + \z< 2 2 6 n +3- {R2}{q2}k. -
i  {  * 3  } T [  ü 3  ]  {  » 3  } ( 4 . 1 0 0 )
C o n s i d e r a n d o  a m o d e l a g e m  da flexibilidade das juntas de 
a c or do  com o p r o ce di me nt o m o s t ra do  no capítulo anterior, as 
equações de m o v i m e n t o  do sistema são obtidas via equações de 
L agrange expressas da seguinte forma:
d - ÊL- - o
ap, ' Q 1
( 4 . 1 0 1 )
onde
L = T - V (lagrangiano do sistema),
T = e n e r gi a ci nética total do sistema (ligações + juntas),
V = e n er gi a potencial total do sistema (ligações + juntas),
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Q = forças generalizadas,
p = coor de na da s  g e n er al iz ad a s do sistema (ligações + juntas).
O  con j un to  de equações diferenciais obtido, pode ser 
r e p r e s e n t a d o  da seguinte forma:
M0 0
"M"q 0
.... Õ
M0 q
M
qq........
0  ' 
Ò ~
” 'M0 0  J
K í o j - K
..... õ ..... i ü 1 Õ
- K ! ô 1 K
0
q
*
+
r c 0 0. .. . ..
C
Oq_
io 
jo
 
«•
*
r . ^
e
q ► +qO.....
crjOi
i
g ~ - k>
r  ^0 r ■>G r >Q0 0
4 q + G > ss < Qoq 0
4>< * 0. - l Qo J
( 4 . 1 0 2 )
ou
[ M(p)]{ p } + [ C(p,p)]{ p} + [ K ]| p | + | G(p)j = { 0(p)} •
( 4 . 1 0 3 )
onde [  M(P)]  é  a matriz de inércia do sistema; £ C ( p » p ) J  é a 
matr iz  que c o nt ém  os efeitos g i r o s c ó p i c o s ; £ J é a matriz que 
engl o ba  a rigidez das ligações e das juntas; ^ Q ( p ) ^  é o vetor
que c o nt é m as cargas devidas à gravidade, e o vetor ^  Q ( p )^ os
car r eg am en to s externos. O  vetor das coordenadas ge neralizadas é 
dado por q <t> |  , onde os 0 ’s são as coordenadas de
corpo rígido p , os q ’s repre se nt am  as coordenadas nodais doR
modelo, en gl ob a nd o as coordenadas p e p , e os <f>’s são asA 1*
coordenadas dos rotores dos atuadores.
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CAPITULO 5 
DESCRICAO DE UM PROGRAMA PARA A SIMULACAO DE 
MANIPULADORES FLEXÍVEIS
5.1 - Introdução
C o n fo rm e  já expo st o no Ca pí tu l o 1, o trabalho proposto 
consiste no d e s e n v o l v i m e n t o  e implementação de uma me t od o l o g i a  de 
m o d e l a g e m  e si mu la çã o de manipula do re s flexíveis, que deverá 
p o s s i b i l i t a r  o es tudo do comporta me n to  destes sistemas.
N este capítulo são apresentadas as linhas gerais de um 
programa, d e s e n v o l v i d o  com o objetivo de, em uma prim ei ra  etapa, 
e xecutar a tarefa de m o d e l a g e m  m at em á t i c a  do sistema físico, de 
acordo com a m e t o d o l o g i a  de m o d e la ge m m o s tr ad a no capítulo 
anterior. Nu ma  segunda etapa, com base nas equações obtidas, 
p ossi bi li ta r a simulação propriamente dita, onde através de 
m étodos nu mé ri co s  apropriados, o comporta me nt o do sistema, para 
difer en te s situações, será obtido. O  programa foi des en v ol vi do  
para m a n i p u l a d o r e s  que co nt enham apenas juntas do tipo 
rotacional, e destes serão consideradas somente as ligações 
a nteri or es  ao conjunto de ligações que forma o pulso do 
m a n i p u l a d o r .
5.2 - D e s c r i ç ã o  do Pr ograma
A a p r e se n ta çã o e de sc ri çã o  serão feitas com base no 
f luxogr am a m o s t r a d o  na figura 5.1, que em linhas gerais 
r e pr es e n t a  o alg o ri tm o elaborado.
Fig. 5.1 - Fluxo gr am a do programa.
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5.2.1 - E n t r ad a  de dados
Co nf or me  m o s tr ad o na figura 1.1, a etapa de análise 
o corr e após já definidos, a nível preliminar, os projetos 
c i ne mà t i c o  e estrutural, po rt a nt o quando já d e f in id a a cadeia 
c i ne má t i c a  e e scolhidos a forma, o material das ligações, os 
a tu adores e as transmissões. Então, a entrada de dados se 
c o ns ti t u i r á  dos dados referentes à geometria das ligações e 
juntas, dos sistemas de coordenadas associados, dos parâmetros 
dos atuadores, dos materiais, de suas propriedades elásticas e 
inerciais, dos c ar r eg amentos externos, e do número de elementos 
u ti li za do s  na d is cr e t i z a ç ã o  das ligações. O modelo ma te má ti co  do 
sistema, que basi c am en te  é composto de ligações e juntas, será 
o bt id o através da formulação via equações de Lagrange, e descrito 
a seguir.
5.2.2 - M o d e l a g e m  das ligações
A  m o d e l a g e m  de cada ligação será feita u ti li za n do  a 
técnica de elementos finitos, de acordo com a sistem át i ca  
d e s e n v o l v i d a  no capítulo anterior. Inicialmente são geradas as 
m at ri ze s e vetores elementares de cada ligação, e a partir destas 
é feita uma sobreposição, de modo a obter-se as m atrizes e 
vetores das ligações.
A dim en s ão  das matrizes de cada ligação i, é igual a 
soma das i coordenadas p , das 4(i-l) coordenadas p e dasR  A
6(n + 1) coordenadas p , onde i é o número da ligação e n é oi L i
n úm er o de elementos ut il iz ad o na di sc re tização da ligação.
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5.2.3 M o d e l a g e m  das juntas
Como o siste ma  computacional serà de st inado à mod e la ge m 
de m a n i p u l a d o r e s  que c on te nh am  somente juntas do tipo rotacional, 
a m o d e l a g e m  destas será feita de manei ra  idêntica a de scrita no 
ca p ít ul o anterior, onde a energia cinética é c on siderada como 
sendo somente d e v i d a  a veloci da de  angular do rotor do atuador em 
torno de seu eixo, e a energia potencial sendo d evida apenas à 
e l a s ti ci d ad e da transmissão, que é tratada como uma mola 
torcional linear.
5.2.4 - E q uações do m ov im e n t o
C om as ma tr i ze s das ligações obtidas, o próximo passo 
é a o b t e n çã o das m atrizes globais do sistema, pela sobreposição 
das ma tr i z e s  das ligações, que após a aplicação das condições de 
c ontorno a p r e s e n t a m  a seguinte forma:
r me e M ©q 0 ' ' è ’ r ce e C ©q 0
M
q6  
'"■'"õ...
M
qq ■■"õ... ! «- 
O 
i '©-
;ss 
! 
i 4 q
>. j
V + C
qe.0
C
qq
...Õ"""
...Õ
K 0 -K ' e ' f G 1 f Q 1
..Õ 4 u > +
e
G * = 4
e
Q * (5.1)
-K Ô “ K
k. 4
q
%  k. y J
U
N
onde observ a- se  o d e s a c o pl am en to  entre as inércias das ligações 
com a inércia dos rotores dos atuadores, e o d es ac o p l a m e n t o  entre 
a rigidez das ligações e das juntas. As submatrizes diagonais M oo
e K contêm respe c ti va me nt e as inércias dos atuadores e rigidez
102
das juntas.
A e xp re s sã o (5.1) pode ser escrita como
M q  + C q  + K q  + G  = Q  (5.2)
onde a ma triz M repres e nt a a parte inercial das equações, a 
matriz C os efeitos giroscópicos (Coriollis e centrífugos), a 
matriz K  a rigidez das ligações e juntas, a matriz U a rigidez 
das ligações, G  o vetor das forças g r a v i t a c i o n a i s , o vetor Q as 
forças gen er a li za da s e o vetor q as coordenadas generalizadas.
5.3 - O b t e n ç ã o  das respostas (simulação)
Após a m o d e l a g e m  e obtenção das equações do movimento, 
começa a e t ap a  de simulação, cujo ob jetivo principal é a 
v e r i f i c a ç ã o  do c o m p or ta me nt o e stático e p ri ncipalmente dinâmico 
do e q u i p a m e n t o  modelado.
Co m base nas equações obtidas, e com o emprego de 
métodos n um ér ic os  adequados, pode-se efetuar três diferentes 
simulações, onde é possível analisar o c om po rtamento estático, 
dos a u tovalores e autovetores e transiente. Estas etapas são 
d es critas a seguir.
5.3.1 - Análi se  Está ti c a
N e st a análise, o ob jetivo é a d et e rminação da resposta 
est át ic a da e s t r ut ur a  para diferentes condições de carregamento 
e posições da cadeia cinemática. Para tal, serão d e sprezados os 
dois primeiros termos do lado esquerdo da equação (5.1), de modo 
a obter-se as seguintes equações de equilíbrio estático:
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K ; 0 -K ' 0 ' ' Q e (e,uT
~ ò ! u Õ « U ► S M Q (e,u)u > (5.3)
"-K..| -0 - .K..
W J Q A 9 ,  u) ^ r  J
onde o vetor carga Q(0,u) contém as parcelas devidas as forças 
externas e à gravidade.
D evido ao vetor carga Q ser função das coordenadas 0 e
u, as quais são também as incógnitas do problema, foi 
d e s e n v o l v i d o  um pr oc e d i m e n t o  para a solução deste problema, o 
qual é d e s cr it o a seguir.
Na o b t e nç ão  do co mportamento estático do sistema o 
objetivo, é d et e rm i n a r  o d es lo camento das coordenadas 
g e n e r al i za da s para difer e nt es  posições do sistema. Como nesta 
situação é co nh ec i do  o valor das coordenadas e considera-se
não haver m o v i m e n t o  algum nos atuadores, o problema consiste na 
d e t e r m i n a ç ã o  das co ordenadas de corpo rigido das ligações 0 ’s, e 
das coord en a da s nodais u ’s das ligações.
Como pode ser observado, os elementos do vetor dos 
ca rr eg am en to s  do sistema de equações lineares (5.3), são função 
das co ordenadas 0 ’s e u ’s, que são as incógnitas do sistema.
Para u ma pri me ir a  aproximação para o vetor dos 
carregamentos, são u tilizados valores para os 0 ’s, fornecidos 
pela seguinte relação
W  ■ { * }  -  M ' K }
(5.4)
que é o b t i d a  da expressão (5.3), considerando o m an ipulador
sendo o
torque nas juntas c on si derando o manipulador rígido. D e s t a  forma, 
r epres en ta  o vetor contendo os d eslocamentos de corpo
c ontendo juntas flexíveis e ligações rígidas, e ^  ^
{*■)
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rigido das ligações devido a flexibilidade das juntas.
Com estes valores dos 0 ’s obtidos, e considerando oR
d e sa co pl am e nt o entre a rigidez das ligações e das juntas, 
parte-se para uma de te rminação aproximada das coordenadas nodais 
u ti li za nd o o seguinte sistema de equações
[ o ]  { « } “ ’ = { q .<w }  (s.s»
onde Q é aproxi ma do  utilizando-se os Q ’s e os os valores de uu R R
como sendo iguais a zero.
C o m  os 6 !s e os u ’s obtidos parte-se para aR R
d et er m i n a ç ã o  inicial das coordenadas 0 ’s utilizando a seguinte 
expressão
{ « } “ ’= [ K ] { Q0(eR*u<1 ’ )} + {♦} <5'6»
f V o  f V i+1)com < 0 > obtido parte-se para a obtenção de < u > , e
a ssim sucessivamente seguindo o seguinte esquema iterativo
£ ü J | u j (l+1)= | Q u (0(i),u(i))j (5.7)
{  e } (1 + 1 }= [ K J ’I Q o (0(1\ u (1 + ,))j +  |  <f> |  (5.8)
f 1 (1> f 1 (1) onde  ^ u > e < 0 > são obtidos das expressões (5.5) e
(5.6), respectivamente.
0 processo iterativo segue até que o co rr a a 
convergência, ou seja £ |q(i* 1)- q ( i ) | £ TOL.
Nesta etapa, também pode-se obter a resposta estática 
do sistema considerando-se somente a flexibilidade das ligações.
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Para isto, são utilizadas as relações (5.5) e (5.7) e 
c onsiderando-se 0  = 0  = <f> .R
A  resolução dos sistemas de equações anteriormente 
m ostrados é feita ut ilizando-se o método de Gauss com 
pivotamento.
5.3.2 - Análise dos autovalores e autovetores
O ob jetivo principal desta análise é a determinação das 
freqüências naturais e modos de vibração do sistema modelado. 
Esta informação é importante, pois permite que seja definida 
a freqüência do controlador e verificadas as excitações externas, 
de modo a obter-se um comportamento não-instável por parte do 
sistema. Esta análise deverá ser feita para várias posições do 
manipulador, dentro de seu espaço de trabalho, uma vez que a 
inércia do sistema é dependente da sua configuração.
O au to problema a ser tratado nesta etapa é representado 
pela seguinte equação
U
tí>] = tA]
r m ! M00 j Oq
M f'M "
q°
[*] (5.9)
onde [0] é a matriz cujas colunas são os autovetores, e [A] é 
uma matriz diagonal que contém os autovalores.
Para a solução do autoproblema, implementou-se no 
p rograma o m é to do  da Iteração Subespacial [64], o qual fornece os 
primeiros p autovalores ordenados, bem como os correspondentes 
a u t o v e t o r e s .
As si m como na análise estática, pode-se obter os 
autovalores e autovetores do sistema, considerando-se apenas as
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flexibilidade das ligações. Para isto, o au to problema é montado 
da seguinte forma
[U] td>] = [A*][M ][4>] (5.10)qq
5.3.3 - Análise Transiente
O objet ivo pr incipal desta etapa é verificar o 
c o mportamento da estrutura, quando a mesma é movimentada dentro 
do seu espaço de trabalho.
Os movimentos da estrutura são definidos através de 
trajetórias que d e sc revem operações possíveis de serem realizadas 
pelo manipulador.
As informações geradas nesta etapa serão os 
deslocamentos sofridos pelas coordenadas generalizadas, devidos à 
flexibilidade dos componentes estruturais, ao longo do tempo.
N esta análise será também incluído o amortecimento de 
Rayleigh, através da introdução da matriz de amortecimento B. que 
é obti da  como uma combinação linear das matrizes massa e rigidez:
B = a M + p K (5.11)
onde o coeficiente de amortecimento de massa a, e o coeficiente 
de amortecimento de rigidez 0  são obtidos da solução simultânea 
das seguintes equações, para dois modos de vibração:
0 <o
e. = T S -  * - r -  < 5 - 1 2 1
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onde é á relação de amortecimento e a freqüência do modo i.
Para a obtenção da resposta, foi implementado um dos métodos 
da familia de métodos de Newmark, amplamente usada em problemas 
de dinâmica estrutural não-linear [81],[82],[83], no caso o 
método de Newma rk  0 = 1/4 (também conhecido como regra 
trapezoidal, méto do  da aceleração média ou método da aceleração 
média constante). Os passos básicos da solução numérica são dados 
a seguir.
A ss umindo que a solução no tempo t {q , q , q } én n n n
conhecida, tem-se:
M(q )q + C(q ,q ) + K q = Q (5.13)n n n n n n
onde Q = Q(t ).n n
Como o método é implícito, o equilíbrio dinâmico deve 
ser obtido no instante t , ou sejan + 1
M q  + C q + K q  = Q  (5.14)n  + 1 n + 1  n + 1 n + 1
As relações entre q ,q e q são dadas por [81]:n + 1  n + 1  n + 1
q n + i = “l“ (q + r  q } ■ T T F q “ — f i ~ q ( 5 *15)1 h  j3 n  1 n t i  p  n  p  n
q = q + h ( 1 - y)q + hyq , (5.16)n + 1  n n n + 1
onde h = t - t é o tamanho do passo de tempo, e B e y são osn + 1 n
parâmetros do algoritmo de Newmark. No caso da regra trapezoidal, 
estes parâmetros são escolhidos como sendo p = 1/4 e 7  = 1/2.
Substituindo (5.15) em (5.16) e depois ambas em (5.14). 
tem-se um sistema de equações algébricas não-lineares em termos 
de q . Estas equações serão resolvidas iterativamente atravésn + 1
do método de Newton-Raphson [84]. Então, considerando o
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e quilíbrio em t . tem-se quen + 1
f(q) = 0 (5
f ( q ) = Q - M q  - C q  - K qn + 1  n + 1  n + 1  n  + 1 (5
a ss umindo que na solução iterativa conhece-se o valor de <3 
f(q) será e x pandido era série de Taylor na vizinha n ça  de q = q 
onde d e sprezados os termos de ordem superior, tem-se:
f(q) = f ( q U !) +n + 1 q = q í - , (q ■ qlí\) ( 1 ) n + 1n + 1
(5
s ubstituindo (5.18) em (5.19) e usando (5.17), tem-se que:
af(g)
aq q = q r « i ( q  ~ q ( Í í ) C i ) n + 1n + 1
( i )
= Q - M qn + 1
( i ) 
n + 1
- C q "  - K  qn + 1
( i ) 
n + 1 (5
onde é assumido que as cargas externas são independentes 
d e s l o c a m e n t o s .
Def i ni nd o- se  os deslocamentos incrementais como:
Aq (i + 1 ) _n + 1 (q ~ q (!j)n  + 1 (5
e de (5.15) e (5.16) em (5.18), tem-se
9 f(q)
3 q q = q ( i ) n + 1 h 2 0
M - T T J C - K (5
então o sistema de equações algébricas não-lineares fica:
h 2 0
M + T T J C + K Aq
{ i  + 1  )  _  
n + 1
M q (i ) n ♦ 1
• 17)
. 18)
( i) 
n + 1 ! 
{ i ) 
n + 1 ’
.19)
.2 0 )
dos
.2 1 )
2 2 )
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C q (i) - K q (i) (5.23)n + 1 n + 1
Escol he nd o q (0) como sendo igual ao valor convergido no prévion + 1
incremento de tempo q , os valores iniciais de q í0) e q (0) p odem
n n + 1 n + 1
ser obtidos através de (5.15) e (5.16):
*'V, * - T T ’ - 1/2B p q <5 -2 4 »n + 1 n  p  n p n
q (0] = q + h(l - y)q + hyq*0 ’ (5.25)n + l  n ' n n + 1
q (°J = q (5.26)n + 1 n
Como pode-se notar, a expressão (5.23) é da forma
( i ) \ +  / 11 t í ) ■ ( Í ) _  < 1 J v / ç  0 - 7 »Aq , -»q ' (5.27)n + 1  n + 1  n + 1  n + 1  n + 1  n + 1
Após obter-se A q ( l + 1 ) , pode-se obter os valores den + 1
q , q , q na iteração (i + 1 ), que são dados por:n + 1  n + 1  n + 1
( i + 1 ) _  C A  ^ ( i t 1 ) / c o o  \q = q + àq ^  (5.28)n + 1  n + 1  n + 1
+ _ ;.<!) .* * + /cq , = q „ + 1 . - 0  Aq (5.29)n + 1  n + 1  n  p  n + 1
" ( i + 1 )  _  " ( i )  ^  1 À „ ( i  + 1 )  , e q = q + -----Aq (5.30)n + 1  n + 1  n + 1
Após cada iteração, será feita uma verificação quan to  a 
convergência da solução, através do critério de deslocamento
B A q“l «
n + 1  * eD (5.31)
q -, 8 n + 1  H
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onde e é a tolerância de deslocamento. O vetor q , que é
d n + 1
desconhecido, serâ aproximado pelo último valor calculado q ( l ) .
n + 1
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CAPITULO 6
SIMULAÇÕES
6.1 - Introdução
No presente capítulo é d es en volvida uma série de 
s imulações numéricas, que m o s t r a m  os resultados obtidos com a 
formulação e procedimentos numéricos mostrados nos capítulos 
anteriores. As simulações abrangerão o comportamento estático e 
os autovalores e autovetores para várias posições de um 
manipulador, e também seu comportamento transiente para 
determinadas trajetórias.
Será considerada aqui, a situação de projeto de um 
m a nipulador articulado, onde já foram definidas as configurações 
cinemática e estrutural. Ou seja, já definidos o comprimento, 
material, forma de cada ligação, e as transmissões envolvidas.
6.2 - Simulações para o caso estático
O o bjetivo principal é a verificação da precisão de 
p osicio na me nt o da extremidade da cadeia, e como esta é 
influenciada pelos parâmetros de rigidez do sistema.
0  manipulador a ser analisado possui, com relação as 
suas ligações, as seguintes características:
- comprimentos das ligações
L = 660.4 mm, L = 431,8 mm e L = 433,1 mm1 2 3
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- comprimento dos ombros (ligaduras rígidas)
L = 200 mm e L = 100 mmy 1 z 2
- massas das ligações
m^ = 13,21 kg, m z = 17,80 kg e = 5,1 kg
- módulos de elasticidade 
E = E = E = 2 1 0  GPa1 2  3
- módulos de elasticidade transversal 
G = G = G = 7 9  GPa1 2  3
- áreas das seções transversais
A = 2544,91 m m 2 , A = 5244,63 m m 2 e A = 1498,16 m m 21 2 3
- momentos de inércia
I = 515388,17 m m 4 , I = 2187047,04 m m 4 e I = 178363,02 m m 41 2  3
Para este manipulador, considera-se para a rigidez das 
juntas, os mesmos valores utilizados por [93] para manipuladores 
articulados, que são: K = K = K = 30 x 10 6 Nmm/rad. T a mbém1 2  3
foram consideradas as seguintes características:
- momentos de inércia dos rotores dos atuadores
I = I = I = 235 kg m m 2RI R 2 R 3
- relações de transmissão
c = 220, c = 150 e c = 130.1 2  3
As simulações foram feitas para dez diferentes posições 
da cadeia cinemática dentro do espaço de trabalho, mostradas na 
figura 6.1. Foi utilizada uma malha onde considerou-se cada 
ligação di sc r etizada através de cinco elementos finitos, ou seja 
n = n = n = 5  elementos.1 2  3
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0, 0 ° 0  ° 0 ° 0 ° 0 ° 0 ° 0 ° 0 ° 0 ° 0 °
<p2 0 ° 0 ° 0 ° 3 0 ° 45° CD O 0 75° 9 0 ° 90 ° 90°
$3 1 to O o
Ou-)1 0 ° - 3 0 °
OIO1 oOto1 -7 5 ° - 900-4 5 ° 0 0
Fig. 6.1 - Posições do manipulador.
Para cada posição foram determinados os deslocamentos 
das coordenadas de corpo rígido das ligações e também das 
coordenadas nodais das ligações, devidos à flexibilidade das 
juntas e ligações respectivamente.
Com estes resultados, foi possível a obtenção dos erros 
de posição da extremidade da cadeia cinemática. Estes erros são 
obtidos através da diferença entre dois vetores posição, ambos 
partindo da o ri ge m do sistema de coordenadas inercial, até a 
extremidade da cadeia. üm destes vetores é calculado 
considerando-se a estrutura como sendo rígida, e o outro vetor, é
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calculado levando-se em conta os deslocamentos das coordenadas 
generalizadas devidos à flexibilidade das ligações e juntas.
A figura 6.2 apresenta a variação dos valores de erro 
no plano XZ, para as dez posições mostradas na figura 6.1, onde é 
c onsiderado apenas o efeito da gravidade atuando sobre o sistema.
Posições do Manipulador
Fig. 6.2 - Erros na extremidade do manipulador, para 
K = K = K = 30 x 10 6 Nmm/rad.1 2  3
A figura 6.3 mostra a variação do deslocamento sofrido 
pelas ligações em torno dos eixos das juntas 2 e 3, para as dez 
posições, devidos à elasticidade do sistema de transmissão.
A figura 6.4, m ostra os erros da extremidade do 
manipulador quando este é considerado como tendo as suas juntas 
rigidas, ou seja, os erros devidos apenas à flexibilidade das 
ligações. Comparando-se os valores dos erros mostrados nas 
figuras 6.2 e 6.4, pode-se observar que a contribuição devida aos 
deslocamentos decorrentes das f l e x i b i 1 idades das juntas, sobre os
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Posições do Manipulador
Fig. 6.3 - D eslocamentos das ligações, para = K z = 
K g= 30 x 10 6 Nmm/rad.
Posições do Manipulador
Fig. 6.4 - Erros na extremidade do manipulador, 
considerando as juntas rígidas.
116
erros, é bastante mais si gnificativa que a devida aos 
deslocamentos nodais.
O bserva-se que as posições onde o c o rr em  o maior e o 
menor erro, são onde a extremidade da cadeia alcança o limite do 
seu espaço de trabalho, e também que estão associadas, 
respectivamente, aos maiores e menores valores dos deslocamentos 
devidos à flexibilidade das juntas.
As figuras 6.5 e 6 .6 , m o st ra m os resultados obtidos 
quando é consid e ra da  adicionalmente uma força de 100 N, atuando 
no sentido negativo do eixo X, onde observa-se u m  comportamento 
semelhante ao caso anterior, no tocante aos maiores e menores 
e r r o s .
Fig. 6.5 - Erros na extremidade do manipulador para K^= 
K = K = 30 x 10 6 N mrn/rad e F = -100 N.
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Posições do Manipulador
Fig. 6 . 6  - Deslocamentos das ligações para K  = K =
1  2
K = 30 x 10 6 N mm/rad e F = -100 N.3 x
A seguir são mostrados os resultados de outras 
simulações feitas para a mesma cadeia cinemática, onde obteve-se 
o comportamento do sistema para diferentes valores de 
flexibilidade das juntas.
Como não encontrou-se dados disponíveis, a respeito da 
rigidez de outros tipos de transmissão, possíveis de serem 
utilizados no acionamento de juntas rotacionais, foram simuladas 
situações para valores de rigidez maiores e menores que o valor 
de referência 30 x 10 6 N mm/rad, mantendo-se a rigidez das 
ligações inalterada.
As figuras 6.7 e 6 .8 , mostram, respectivamente os erros 
e os deslocamentos das juntas, considerando-se as juntas com 
rigidez dez vezes maior que valor de referência, ou seja,
= K 3= 300 x 10 6 Nmm/rad, e apenas sob efeito da gravidade.
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Posições do Manipulador
Fig. 6.7 - Erros na extremidade do manipulador, para 
K = K = K = 300 x 10 N 6 mm/rad.1 2  3
Posições do Manipulador
Fig. 6 . 8  - Deslocamentos das ligações para =
K g = 300 x 10 6 N mm/rad.
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Compara nd o- se  as figuras 6.7 e 6.4, o bserva-se que para 
estes valores maiores de rigidez das juntas, os erros obtidos são 
bastante próximos aos obtidos para o mesmo ma nipulador com juntas 
rígidas, e que a contribuição dos deslocamentos devidos à 
flexibilidade das ligações nos erros, é maior que a devida à 
flexibilidade das juntas.
Para valores de rigidez das juntas menores que o valor 
de referência, u ti lizou-se = K g = 3 x 10 6 Nmm/rad, cujos
r esultados obtidos estão mostrados nas figuras 6.9 e 6.10. Como 
esperado, obteve-se erros maiores que nos casos anteriores, onde 
a contribuição dos de slocamentos devidos à flexibilidade das 
juntas foi predominante.
Posições do Manipulador
Fig. 6.9 - Erros na extremidade do manipulador, para 
K = K = K = 3 x 10 6 N mm/rad.1 2  3
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Fig. 6.10 - De slocamentos das ligações para = YL^  = 
K 3= 3 x 106 Nmm/rad.
A seguir são mostrados os resultados de outras 
simulações feitas com a mesma cadeia u t ilizada anteriormente, mas 
com a rigidez das ligações aumentada. Este aumento da rigidez foi 
obti d o aumentando-se de dez vezes o momento de inércia da seção 
transversal, mantendo-se o mesmo material.
De st a forma as ligações passam a ter as seguintes 
característ i c a s :
- m^ = 41,77 kg, m z = 56,29 kg e m 3  = 16,12 kg
- A = 8048,02 m m 2 , A = 16585,61 m m 2 e A = 4737,78 m m 2
1 2  3
- I = 5153881,70 m m 4 , I = 21870470,40 m m 4 e I = 1783630,20 m m 41 2 3
Na figura 6.11 são mostrados os erros quando as juntas 
são consideradas como rígidas. E destes, observa-se que apesar de
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erros bem pequenos, a variação destes ao longo das dez posições é 
semelhante a ve ri fi ca da  na situação anterior.
Posições do Manipulador
Fig. 6.11 - Erros na extremidade do manipulador, 
considerando as juntas rígidas.
As figuras 6.12 a 6.17 mostr am  o comportamento dos 
erros e deslocamentos das juntas, quando são usados os valores de 
rigidez nas juntas considerados nas simulações anteriores.
Pode-se observar que o aumento de rigidez das ligações 
associado com o aumento da massa das mesmas, mesmo diminuindo as 
deformações das ligações, provoca u m  aumento dos deslocamentos 
devidos à flexibilidade das juntas, e que ao final acaba 
provocando erros maiores na extremidade da cadeia cinemática.
Com isto, observa-se que em termos dos erros de 
posição, existe uma relação negativa entre a rigidez das ligações 
e o peso destas. Isto devido ao fato de este último quando
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associado com a flexibilidade das juntas, de t eriora os erros de 
posição da extremidade da cadeia cinemática.
Então, para se obter os menores erros estáticos 
possíveis, para a extremidade de manipuladores articulados, 
deve-se adotar ligações e juntas com rigidez adequadas, sendo que 
as ligações mais pesadas sejam sempre as mais adjacentes à base.
De uma forma geral, os resultados aqui fornecidos, 
tanto a análise dos erros no espaço de trabalho, quanto dos 
d eslocamentos dos graus de liberdade que geram este erro, 
pe rm it em  que seja feita uma análise preliminar, a nível de 
projeto, da adequacidade dos mecanismos de transmissão e dos 
membros estruturais que compõem a cadeia cinemática.
2.0 —
<u e T3 §
Posições do Manipulador
Fig. 6.12 - Erros na extremidade do manipulador, para
K = K = K = 30 x 106 N mm/rad.
1 2  3
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Fig.
Fig.
Posições do Manipulador
6.13 - Deslocam e nt os  das ligações para = K z 
K g= 30 x 10 6 Nmm/rad.
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Posições do Manipulador
6.14 - Erros na extremidade do manipulador, para 
K = K = K = 300 x 10 6 N mm/rad.1 2  3
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Posições do Manipulador
Fig. 6.15 - De s lo camentos das ligações para =
K g= 300 x 10 6 Nmm/rad.
Posições do Manipulador
Fig. 6.16 - Erros na extremidade do manipulador, para 
K = K = K  = 3 x 10 6 N mm/rad.
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Posições do Manipulador
Fig. 6.17 - De slocamentos das ligações para = K z =
K = 3 x 10 6 Nmm/rad.3
6.3 - Simulações para os autovalores
O  objetivo principal aqui é verificar a influência da 
posição e das f l e x i b i 1 idades do manipulador sobre as suas 
freqüências naturais.
Serão mostrados os primeiros autovalores e autovetores, 
obtidos para as mesmas configurações de manipuladores utilizadas 
nas simulações para o caso estático.
A figura 6.18 mostra a variação dos cinco primeiros 
autovalores da configuração contendo as ligações mais flexíveis e 
juntas rígidas, para as dez posições mostradas na figura 6 . 1 . 
Pode-se observar que não houve variação para a segunda e terceira 
freqüências naturais ao longo das dez posições, e que a maior 
variação ficou para a primeira freqüência natural, em torno de
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18%, e a menor v ariação ficou por conta da quinta freqüência, em 
torno de 6  %. Observ a- se  também, que é nas posições 1, 2 e 10 que 
o c o r re m os maiores e menores valores para as cinco freqüências 
naturais mostradas, e que somente para a primeira freqüência é 
que o maior valor ocorre na posição 1 , tendo as outras 
freqüências um comportamento oposto.
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Posições do Manipulador
Fig. 6.18 - Autovalores considerando-se as juntas com 
sendo rígidas.
A figura 6.19 mo stra os três primeiros autovetores para 
esta configuração, posicionada com as seguintes coordenadas de 
juntas: <p = 0 o , <f» = 45° e <f> = -90°.1 2 3
A figura 6.20, mostra a variação dos autovalores, 
quando as juntas possuem como rigidez o valor de referência, =
K = K = 30 x 10 N mm/rad.
2 3
127
Fig. 6.19 - Autovetores para as três freqüências mais 
baixas, considerando-se as juntas rígidas
N
K/i•a
£
03%
Oc
«D3cr<DViPM
12.0 —
8.0 —
4.0 —
i— i— i— r
3 4 5 6
Posições do Manipulador
Fig. 6.20 - Autovalores para = K z = K 3  = 30 x 106 
N mm/rad.
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Co mp ar an do -s e  as figuras 6.18 e 6.20, pode-se notar que 
a flexibilidade das juntas além de reduzir os valores das 
freqüências afeta a variação destes, para as posições da cadeia 
cinemática dentro do seu espaço de trabalho. Observa-se que a 
configuração contendo juntas flexíveis, apresenta uma diminuição 
mé di a dos valores de freqüência de 35 %, com relação à 
c on figuração contendo juntas rígidas. Ainda relativo a figura 
6 .2 0 , observa -s e  que a maior v ariação dos valores para as dez 
posições, ficou por conta da segunda freqüência, em torno de 50 % 
e a me no r va riação ficou com a pri me i ra  freqüência, em torno de 
28 %. As posições onde ocorrem os maiores e menores valores para 
as freqüências mostradas, são agora 1,3 e 10.
A figura 6.21 m o s tr a os três primeiros modos de 
vibração, para o m an ipulador contendo K l = = K 3  = 30 x 10 6  
N mm/rad.
Fig. 6.21 - Autovetores para as três freqüências mais
baixas, com K = K  = K  = 30 x 10 6 Nmm/rad.’ 1 2  3
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C o mparando-se estes modos com os mostrados na figura 
6.19, observa-se a flexibilidade das juntas gera movimentos de 
o s ci la çã o das ligações em torno dos eixos das juntas, e que os 
movime nt os  devidos aos deslocamentos nodais ficam menores.
A figura 6.22 mostr a os autovalores para K = K = K =
1 2  3
g300 x 10 N mm/rad, onde com relação à configuração contendo 
juntas rígidas, ocorre uma redução m éd ia  de 13 % para o valor das 
f r e q ü ê n c i a s .
Ao longo das dez posições, a maior va riação ocorreu 
para a pr i me ir a freqüência, em torno de 2 1  %, e a menor variação 
para a quin ta  freqüência, em torno de 7 %.
20.0 —,
Posições do Manipulador
Fig. 6.22 - Autovalores para K = K = K = 300 x 101 2  3
N mm/rad.
A figura 6.23 mo stra os três primeiros modos para = 
K = K = 300x 10 6 N mm/rad, onde percebe-se uma certa semelhança
2 3
com os modos obtidos para o manipulador contendo juntas rígidas.
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Fig. 6.23 - Autovetores para as três freqüências mais 
baixas, com K = K = K = 300 x 10 6 Nmm/rad.1 2  3
Para o caso onde K = K = K  = 3 x  10 6 N mm/rad, cujos1 2  3
autovalores para as dez posições estão mostrados na figura 6.24, 
v e rifica-se uma redução média de 65 % para as freqüências, com 
relação a co nf iguração contendo juntas rígidas.
Para os modos obtidos para K = K = K = 3 x  10 6r  1 2 3
mm/rad, apresentados na figura 6.25, observa-se que apenas a 
e xt remidade da primeira ligação sofre deslocamentos 
significativos, enquanto que as outras ligações praticamente 
osc i la m como corpos rígidos em torno dos eixos das juntas.
Na seqüência, serão apresentados os autovalores obtidos 
para a configuração contendo ligações com maior massa e rigidez.
A figura 6.26 most ra  os resultados quando as juntas são 
consideradas como sendo rígidas, onde observa-se com relação aos
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Posições do Manipulador
Fig. 6.24 - Autovalores para K = K = K = 3 x 1 01 2  3
N mm/rad.
Fig. 6.25 - Autovetores para as três freqüências mais 
baixas, com K = K = K = 3 x  10 6 Nmm/rad.1 2  3
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flexíveis, mostrados na figura 6.18. um aumento médio dos valores 
das freqüências da o rdem de 13 vezes.
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Posições do Manipulador
Fig. 6.26 - Autovalores considerando-se as juntas com 
sendo rígidas.
A figura 6.27 mostra os resultados obtidos para K = K =
1 2
K 3= 30 x 10 6 Nmm/rad. Comparando-se estes resultados com os da 
figura anterior, verifica-se uma queda dos valores, 
p ri ncipalmente para as três primeiras freqüências naturais.
O mesmo comportamento é verificado para valores de 
rigidez das juntas, maiores e menores que o valor de referência, 
conforme mostrado nas figuras 6.28 e 6.29, respectivamente. Desta 
forma, percebe-se para o caso de ligações com alta rigidez, a 
influência di reta do parâmetro flexibilidade das juntas sobre os 
valores das primeiras freqüências naturais.
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Posições do Manipulador
6.27 - Autovalores para K = K = K = 3 0 x 1 0
1 2  3
N mm/rad.
Posições do Manipulador
Fig. 6.28 - Autovalores para K = K = K = 300 x 10 61 2  3
N mm/rad.
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Posições do Manipulador
Fig. 6.29 - Autovalores para K  = K = K  = 3 x 1 01 2  3
N mm/rad.
O utro aspecto importante que pode ser observado nas 
figuras 6.27 a 6.29, são as separações existentes entre os 
valores da 3 a e 4 a frequências naturais, para os diferentes 
valores de rigidez das juntas, criando assim uma faixa dentro da 
qual pode ser definida a frequência do controlador e as 
excitações externas, sem risco de comportamento instável do 
sistema.
6.4 - Simulações para o caso transiente
O obj et i vo  d esta etapa é a ve rificação do comportamento 
dinâmico da es trutura do manipulador, dentro do seu espaço de 
trabalho. Ou seja, verificar os efeitos causados pela 
flexibilidade das ligações e juntas durante movimentos da cadeia 
cinemât ica.
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Os resultados aqui apresentados referem-se as mesmas
configurações de manipuladores utilizados nas simulações 
anteriores, cujos movimentos da cadeia são descritos através de 
determinadas trajetórias.
A primeira trajetória considerada consiste em conduzir
o ma nipulador de uma posição inicial, descrita em coordenadas das 
juntas por <J>^ = = 0 o e 4>3 = 90°, até a posição final <J> = 90°, 
<f>2 = 45° e <J>3 = - 45°, sendo que a extremidade do manipulador se 
desloca em linha reta, entre as posições inicial e final.
A figura 6.30, mostr a  o modelo da cadeia cinemática 
para <b = <p = <b = 0 °.1 2 3
%35 i
336
////
O ,
0  T
Fig. 6.30 - Vista do modelo da cadeia cinemática, para
3
Serão consideradas duas situações quanto ao tempo de 
trajetória: 5 segundos e 2 segundos. Os perfis de velocidade e 
aceleração das juntas para estas trajetórias são mostrados nas
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O parâmetro h, passo de tempo, é obtido como sendo 1/60 
do tempo da trajetória, ou seja, para trajetória de 5 s h = 
0,0833 s, e para a trajetória de 2 s h = 0,0333 s.
Como relações de amortecimento serão utilizadas Ç = 
0,03 e Ç 2 = 0,3, associadas respectivamente a freqüência natural 
mais baixa e mais alta, obtidas na etapa anterior de simulação.
As simulações serão feitas sem realimentação, ou seja, 
será simulado o movimento com controle em malha aberta.
As primeiras simulações foram feitas para a 
configuração dotada de ligações mais leves e flexíveis.
A seguir, nas figuras 6.35 a 6.40, são apresentados os 
erros de posição da extremidade da cadeia cinemática, para as 
trajetórias de 5 e 2 s e diferentes valores de rigidez de juntas.
Nas figuras 6.41 a 6.58 são mostrados os resultados 
para algumas das coordenadas nodais dos últimos nós, das três 
ligações, onde são variados os parâmetros: tempo da trajetória ( 2  
e 5 seg.) e rigidez das juntas (K = 300, 30 e 3 x 10 6 Nmm/rad). As 
coordenadas q e q , representam os pequenos deslocamentos1 3 3  1 3 2
nas direções z e y, respectivamente, do sistema de coordenadas 
local da ligação 1 ; q e q , os deslocamentos ao longo das23 3  23 2
direções z e y do sistema local da ligação 2 , e q e q , os3 3 3 3 3 2
deslocamentos nas direções z e y do sistema local da ligação 3.
Nas figuras 6.59 a 6.64, são mostrados os resultados 
obtidos para as coordenadas que descrevem os grandes 
deslocamentos sofridos pelas ligações em torno dos eixos das 
juntas, 0 , 0  e 0  , onde são variados também os parâmetros tempo1 2  3
da trajetória (2 e 5 seg.) e rigidez das juntas (K = 300, 30 e 3 
x 106 N m m / r a d ).
f i g u r a s  6 . 3 1  a 6 . 3 4  .
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Fig. 6.31 - Perfis de velocidade para a trajetória de
5 segundos (4> , i = 1,2,3)i
Tempo (s)
Fig. 6.32 - Perfis de aceleração para a trajetória de 
5 segundos (<j>. , i = 1,2,3).
13 8
Tempo (s)
Fig. 6.33 - Perfis de velocidade para a trajetória de 
2 segundos , i = 1,2,3)
Tempo (s)
F i g .  6 . 3 4  -  P e r f i s  de a c e l e r a ç ã o  p a r a  a  t r a j e t ó r i a  de
2 s e g u n d o s  ( 0 .  , i = 1 , 2 , 3 ) .
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6.35 - Erros de posição para K^= K^= K g= 300 x 10 1 
N mm/rad, e tempo de trajetória 5 seg..
Tempo (s)
Fig. 6.36 - Erros de posição para K^= K ^ = K g= 300 x 106
N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg..
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Tempo (s)
Fig. 6.37 - Erros de posição para K^= K 2= K 3= 30 x 10 6 
N mm/rad, e tempo de trajetória 5 seg..
Tempo (s)
Fig. 6.38 - Erros de posição para K^= K 3= 30 x 106
N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg..
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Tempo (s)
Fig. 6.39 - Erros de posição para K = K = K = 3 x  10 6
1 2  3
N mm/rad, e tempo de trajetória 5 s e g . .
Tempo (s)
Fig. 6.40 - Erros de posição para K^= K 3= 3 x 10 6
N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg..
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Fig 6.41 - Deslocaménto nodal q para K = K = K = 300
1 3 3  1 2  3
x 10 6 N mm/rad, e tempo de trajetória 5 s e g . .
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Fig 6.42 - Deslocamento nodal q para K = K = K = 3001 3 3  1 2  3
x 10 N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg.
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Fig 6.43 - De sl o camento nodal q para K = K = K1 33  1 2  3
x 10 6 N mm/rad, e tempo de trajetória 5 s e g . .
Tempo (s)
Fig 6.44 - De sl ocamento nodal q para K = K = K& 1 3 3  1 2  3
x 106 N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg..
= 30
= 30
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Fig 6.45 - Desl oc a me nt o nodal q para K = K = K = 3&  1 3 3  1 2  3
x 106 N mm/rad, e tempo de trajetória 5 s.
Tempo (s)
Fig 6.46 - Deslocamento nodal q para K = K = K = 31 3 3  1 2  3
x 106 N mm/rad,  e tempo de  t r a j e t ó r i a  2 s .
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Fig. 6.47 - De slocamentos nodais q , q e q para1 3 2  2 3 3  3 3 3
K^= K 2= K 3= 300 x 10 6 N m m / r a d , e t = 5 s.
Tempo (s)
Fig. 6.48 - Deslocamentos nodais q , q e q para1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K = 300 x 10 6 N mm/rad, e t = 2 s.1 2  3 ’
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Fig. 6.49 - Deslocamentos nodais q , q e q
1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K = 30 x 10 6 N mm/rad, e t = 51 2  3
Tempo (s)
Fig. 6.50 - Deslocamentos nodais q , q e q1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K =  3 0 x 1 0  N mm/rad,  e t = 2
1 2  3
para 
s .
para 
s .
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Tempo (s)
Fig. 6.51 - Deslocamentos nodais q , q e q para1 3 2  2 3 3 3 3 3
K = K = K = 3 x  10 6 N mm/rad, e t = 5 s.
Tempo (s)
Fig. 6.52 - Deslocamentos nodais q , q e q para1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K = 3 x  106 N mm/rad, e t = 2 s.
Fig.
Fig.
Tempo (s)
6.53 - De slocamentos nodais q e q2 3 2  3 3 2
K z= K g= 300 x 10 6 N mm/rad, e t
Tempo (s)
6.54 - Deslocamentos nodais q e q2 3 2  3 3 2
K2= K3= 300 x 106 N mm/rad ,  e t
para 
5 s .
para
2 s .
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Tempo (s)
Fig. 6.55 - De slocamentos nodais q e q2 3 2  3 3 2
K = K = 30 x 10 6 N mm/rad, e t =2 3
Tempo (s)
Fig. 6.56 - Deslocamentos nodais q e q2 3 2  3 3 2
K = K = 30 x 10 6 N mm/rad, e t =
para = 
5 s .
para = 
2  s .
Fig.
Fig.
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6.57 - D e slocamentos nodais q e q para K2 3 2  3 3 2  1
K = K = 3 x 10 6 N mm/rad, e t = 5 s.2 3
Tempo (s)
6.58 - Deslocamentos nodais q e q para K2 3 2  3 3 2  1
K = K = 3 x 106 N mm/rad ,  e t = 2 s .
2 3
151
Fig.
o
£
V /
I M 11' 11 li li I li li r n i r i  ri 11111
0 1  2 3 4 5 6 7 8  9 101112131415161718192021222324252627282930
Tempo (s)
6.59 - Deslocamentos das coordenadas 6 , 6  e 61 2  3
p/ K = K = K = 300 x 10 6 N mm/rad, e t = 5 s1 2  3
£oK
( 2
Tempo (s)
Fig. 6.60 - Deslocamentos das coordenadas 6 , 6  e 61 2  3
p /  K = K = K = 300 x 1 0 6 N mm/rad,  e t = 2 s .
1 2  3
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Tempo (s)
Fig. 6.61 - Deslocamentos das coordenadas 0 , 0  e 01 2  3
p/ K = K = K  = 30 x 10 6 N mm/rad, e t = 5 s.1 2  3
Fig. 6.62 - Deslocamentos das coordenadas 0 , 0  e 0e  1 2  3
p /  K^= Kz = K3= 30 x 106 N mm/rad,  e t = 2 s .
140 —1
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Tempo (s)
Fig. 6.63 - Deslocam en to s  das coordenadas 0 , 0  e 01 2  3
p/ K = K = K = 3 x 10 6 N mm/rad, e t = 5 s
T— I— I— I— I— I— I— I— I— I— I— I
0 1  2 3 4 5 6 7 8 9  10 11 12
Tempo (s)
Fig. 6.64 - Deslocamentos das coordenadas 0 , 0  e 01 2  3
p / K = K = K = 3 x  106 N mm/rad,  e t = 2 s
r  1 2 3
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Os resultados obtidos perm it e m uma avaliação do 
d esempenho e do c omportamento global do sistema.
C onf or me  jã observado na etapa de análise estática, são 
aqui também os de slocamentos devidos à flexibilidade das juntas 
que mais in fluenciam nos erros obtidos. T a m b é m  pode-se observar 
que a a lt eração dos carregamentos inerciais e giroscópicos devida 
a a lt eração dos parâmetros ligados ao tempo de trajetória 
(aceleração e velocidade), s en sibiliza enormemente o 
c om po rtamento do sistema.
Outro aspecto importante, é que a dete rm in a çã o da 
v a r ia çã o  dos valores dos deslocamentos das coordenadas no tempo, 
p o ss ib i l i t a  a identificação dos pontos e aspectos mais críticos 
da estrutura, e desta forma avaliá-los para as diferentes 
situações de modelagem.
A seguir, são mostrados os resultados obtidos para a 
configuração contendo ligações mais pesadas e mais rígidas, 
cujas características são mostradas na página 1 2 0 .
Nas figuras 6.65 a 6.70, são apresentados os erros de 
posição da extremidade da cadeia cinemática, para as trajetórias 
de 5 e 2 s , cujos perfis estão mostrados nas figuras 6.31 a 6.34, 
para os diferentes valores de rigidez das juntas.
Nas figuras 6.71 a 6 .8 8 , são mostrados os deslocamentos 
de algumas das coordenadas dos últimos nós de cada ligação, onde 
são variados os parâmetros: tempo da trajetória (2 e 5 seg.) e 
rigidez das juntas (K = 300, ,30 e 3 x 10 6 Nmm/rad). As 
coordenadas q e q , representam os pequenos d eslocamentos1 3  3 1 3 2
nas direções z e y, respectivamente, do sistema de coordenadas da 
ligação 1 , q e q , os deslocamentos ao longo das direções y
2 3 3 2 3 2
e z do sistema local da ligação 2 , e ^ 3 3 3  e q 3 3 2  ’ os
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de slocamentos nas direções z e y do sistema local da ligação 3.
Nas figuras 6.89 a 6.94 são mostrados obtidos para as 
c oordenadas que de sc re ve m os grandes deslocamentos efetuados 
pelas ligações em torno dos eixos das juntas, 6^, 6^ e 6 ^, onde 
são variados também os parâmetros tempo de trajetória e rigidez 
das juntas.
C o m p a ra n do -s e estes resultados com os obtidos para a 
c onf ig ur aç ão  anterior, pode-se observar que apesar dos 
des lo ca me nt os  nodais serem agora menores, resultantes da 
u t il iz aç ão  de ligações com maior rigidez, os erros ficaram 
maiores. Isto ocorre em conseqüência do aumento dos d eslocamentos 
devidos à flexibilidade das juntas, que por sua vez é provocado 
pelo aumento da inércia das ligações.
Tempo (s)
Fig. 6.65 - Erros de posição para K = K = K = 300 x 10 6
1 2  3
N mm/rad, e tempo de trajetória 5 seg.
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Tempo (s)
Fig. 6 . 6 6  - Erros de posição para K^= K g= 300 x 10 6
N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg.
Tempo (s)
Fig. 6.67 - Erros de posição para K^= K z= K 3= 30 x 106  
N mm/rad, e tempo de trajetória 5 seg.
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Tempo (s)
Fig. 6 . 6 8  - Erros de posição para K^= K z= K g= 30 x 10 6  
N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg.
Tempo (s)
Fig. 6.69 - Erros de posição para K^= K 3= 3 x 106
N mm/rad, e tempo de trajetória 5 seg.
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Tempo (s)
Fig. 6.70 - Erros de posição para K^= K^= K g= 3 x 10 6 
N mm/rad, e tempo de trajetória 2 seg.
Tempo (s)
Fig 6.71 - Des lo ca m en to  nodal q para K = K = K = 3001 3 3  1 2  3
x 106 N mm/rad ,  e tempo de t r a j e t ó r i a  5 s .
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Tempo (s)
Fig 6.72 - D e s lo ca me nt o nodal q para K = K = K
1 3 3  1 2  3
x 10 6 N mm/rad, e tempo de t rajetória 2
Tempo (s)
Fig 6.73 - Deslo c am en to  nodal q para K = K = K1 3 3  1 2  3
x 106 N mm/rad ,  e tempo de t r a j e t ó r i a  5
= 300 
s .
= 30
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Tempo (s)
Fig 6.74 - D e s lo ca me nt o nodal q para K = K = K• 1 3 3  1 2  3
x 10 6 N mm/rad, e tempo de trajetória 2
Tempo (s)
Fig 6.75 - D e sl oc am en to  nodal q para K = K = K1 3 3  1 2  3
x 106 N mm/rad ,  e tempo de t r a j e t ó r i a  5
= 30 
s .
3
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Tempo (s)
Fig 6.76 - D e s l oc am en to  nodal q para K = K = 11 3 3  1 2
x 10 6 N mm/rad, e tempo de trajetória
Tempo (s)
Fig 6.77 - Deslocamentos nodais q « u • u1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K = 300 x 10b N mm/rad, e t =1 2  3
= 33
2  s .
para 
5 s'.
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Tempo (s)
Fig 6.78 - Deslocam entos nodais q , q , q1 3 2  2 3 3 3 3 3
K = K = K = 300 x 10 6 N mm/rad, e t =1 2  3
Tempo (s)
Fig 6.79 - Deslocamentos nodais q , q , qM 3 2  2 3 3 333
K = K = K = 30 x 106 N mm/rad,  e t =
1 2  3 ’
para
2 s .
para 
s .
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Tempo (s)
Fig 6.80 - Deslocame ntos nodais q , q ___, para1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K  = 30 x 10 6 N m m / r a d , e t = 2 s.
1 2  3
Tempo (s)
Fig 6.81 - Deslocamentos nodais q i 3 2 > <12 3 3 » ^ 3 3 3  P ara 
K = K = K = 3 x  10 6 N mm/rad, e t = 5 s.
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Tempo (s)
Fig 6.82 - Deslocamentos nodais q , q , q1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K = 3 x  10 6 N mm/rad, e t = 2 
1 2  3
Tempo (s)
Fig 6.83 - Deslocamentos nodais q e q ,2 3 2  3 3 2
K = K = K = 300  x 106 N mm/rad,  e t =
para 
s .
p a r a
5 s .
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Tempo (s)
Fig 6.84 - Deslocamento s nodais q e q ,
2 3 2  3 3 2
K = K = K = 300 x 10 N mm/rad, e t1 2  3
Tempo (s)
Fig 6.85 - Deslocamentos nodais q e q ,6  2 3 2  3 3 2
K = K = K = 30 x 106 N mm/rad,  e t
para 
= 2  s .
p a r a
5 s .
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Tempo (s)
Fig 6 . 8 6  - Deslocamentos nodais q e q ,2 3 2  3 3 2
K = K = K í 30 x 10 6 N m m / r a d , e t1 2  3
Tempo (s)
Fig 6.87 - Deslocamentos nodais q e q___>
b  d  fa V  W U
K = K = K = 3 x 106 N mm/rad,  e t =
1 2  3
para 
2 s .
p a r a
5 s .
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Fig.
Tempo (s)
6 . 8 8  - Deslocamentos nodais q e q , para
2 3 2  3 3 2
K^= K 2= K 3= 3 x 10 6 N mm/rad, e t = 2 s.
oCflOPh
1 1 1 1 1 1 1  n  Iii 1 1 1 1  li 1 1 1 1  li 1 1  M  1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8  9 101112131415161718192021222324252627282930
Tempo (s)
6.89 - Deslocamentos das coordenadas 0 , 0  e 0.
p /  K^= Kz = K3 = 300 x 106 N mm/rad,  e t = 5 s
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Fig.
Tempo (s)
6.90 - Deslocamentos  das coordenadas 0 , 0 e 0 \1 2  3
p/ K^= K z= K g= 300 x 10 6 N mm/rad, e t = 2 s.
Tempo (s)
Fig. 6.91 - Deslocamentos das coordenadas 0 , 0  e 01 2  3
p /  K^= Kz = K3 = 30 x 106 N mm/rad,  e t = 5 s .
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Tempo (s)
Fig. 6.92 - Deslocamentos das coordenadas 6 , 6  e 6
1 2  3
p / K = K = K = 3 0 x  10 6 N mm/rad, e t = 2 s.1 2  3
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I  TI I  I T T ! m
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718192021222324252627282930
Tempo (s)
Fig. 6.93 - Deslocamentos das coordenadas 6 , 6  e 61 2  3
p /  K i = K2= K3 = 3 x 106 N mm/rad,  e t = 5 s .
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Tempo (s)
Fig. 6.94 - Deslocamentos das coordenadas 6 , 8  e 61 2  3
p / K = K = K = 3 x  10 6 N mm/rad, e t = 2 s.1 2  3
A seguir são apresentados os resultados obtidos para 
uma trajetória, onde a extremidade do manipulador movimenta-se um 
plano vertical, paralelo ao plano XZ. Esta trajetória consiste em 
conduzir o m anipulador da posição inicial 0 ^= <f>2 = <p^= 0 o para a 
posição 4>^= 0 o , <f>2= 90° e <f>3= 0 o , sendo o deslocamento da 
extremidade da cadeia feito sobre uma linha reta entre as duas 
pos i ç ô e s .
Os resultados mostram o comportamento da configuração 
contendo as ligações mais leves e flexiveis, para um tempo de 
trajetória de 5 segundos e considerando-se duas situações quanto
ga flexibilidade das juntas: uma com K = K = K = 3 0 x l 0  N1 2  3
mm/rad, e outra com K = K = 30 x 10 6 N mm/rad e K = 300 x 10 6 N1 3  2
m m / r a d .
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Observa-se que, apesar do movimento das ligações 
realizar-se num plano vertical, ocorrem erros de posição fora 
deste plano. Estes são consequência das ligações 2 e 3 não 
estarem dispostas sobre o mesmo plano da ligação 1 , de modo que 
os carregamentos dinâmicos surgidos pelos movimentos destas, 
geram momentos sobre o eixo da junta, que acaba sofrendo 
deslocamentos devidos a sua flexibilidade. Esta situação também é 
responsável pelo aparecimento de deslocamentos nodais fora do 
plano vertical.
Pode-se observar também, que o aumento da rigidez da 
junta 2 , mesmo provocando om aumento dos valores dos 
deslocamentos das coordenadas nodais, provoca uma m e lho ra no 
d esempenho global, principalmente pela grande diminuição da 
parcela de erro E .
Z
Tempo (s)
F i g .  6 . 9 5  -  E r r o s  de p o s i ç ã o  p a r a  K^= K = Kg = 30 x 106
N mm/rad.
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Tèmpo (s)
Fig. 6.96 - Erros de posição para K^= 300 x 10 
e K = K = 30 x 10 6 N mm/rad.1 3
0 2 4 6 8 10 12 14 1618 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Tempo (s)
N mm/rad
F i g .  6 . 9 7  -  D e s l o c a m e n t o s  d a s  c o o r d e n a d a s  0 e 0 p a r a
2 3
K = K = K = 30 x 106 N mm/rad.
1 2  3
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Fig. 6.98 - Des locamentos das coordenadas Q e 6 para
2 3
K t= K 3= 30 x 10 6 e K 2= 300 x 106N mm/rad.
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Tempo (s)
F i g .  6 . 9 9  -  D e s l o c a m e n t o s  da  c o o r d e n a d a  8 p a r a  K =t i
K = K = 30 x 106 N mm/rad.
2 3
4.00 —I
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Tempo (s)
Fig. 6.100 -Deslocamentos da coordenada 0 para K =
1  1
K 3= 30 x 10 6 e K z= 300 x 10 6 N mm/rad.
Tempo (s)
F i g .  6 . 1 0 1  -  D e s l o c a m e n t o  n o d a l  q p a r a  K = K = K
133 1 2  3
30 x 106 N mm/rad.
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Tempo (s)
Fig. 6.102 - D e s locame nto nodal q para K = K =
1 3 3  1 3
30 x 10 6 e K z= 300 x 10 6 N mm/rad.
Tempo (s)
Fig. 6.103 - Deslocamentos nodais q , q , q
1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = K =  30 x  106 N mm/rad
1 2  3
para
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Tempo (s)
Fig. 6.104 - Deslocament os nodais q , q , q para
1 3 2  2 3 3  3 3 3
K = K = 30 x 10 6 e K = 300 x 10 6 N mm/rad.1 3 2
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Tempo (s)
Fig. 6.105 - Deslocamentos nodais q , q para
2 3 2 3 3 2
Ki =  Kz = K3 = 30 x 106 N mm/rad.
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Tempo (s)
Fig. 6.106 - De slocamentos nodais q , q para K =
2 3 2  3 3 2  1
K 3= 30 x 10 6 e K 2= 300 x 10 6 N mm/rad.
Outra trajetória simulada, consiste em conduzir o 
manipulador da posição 0  ^ = = ^ 3  = ®°’ mo v e n ^°-se apenas a 
coordenada , para a posição < f > = 90° e <J>2 = = 0°, num temP° 
de 5 segundos, considerando-se a configuração utilizada na 
simulação anterior com K = K z= K 3  = 30 x 10 6 N mm/rad.
As figuras 107 e 108, m o stram  os perfis de velocidade e 
aceleração para esta trajetória.
A figura 109, mostra o erro total de posição de 
extremidade da cadeia cinemática, calculado através da seguinte 
expressão: E = /  (E ) 2 + (E ) 2 + (E ) 2 , onde pode-se observarT x y z
que o maior valor de erro ocorre no final da trajetória, na fase 
de desaceleração, e o mesmo estâ associado ao deslocamento 8 ^, 
mostrado na figura 110. T a mb ém pode-se notar que mesmo a 
trajetória sendo no plano horizontal, ocorrem vibrações no plano
vertical, conforme mostrado nas figuras 111 e 114.
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Tempo (s)
Fig. 6.107 - Perfil de velocidade da junta 1 (4^)
Tempo (s)
F i g .  6 . 1 0 8  -  P e r f i l  de a c e l e r a ç ã o  d a  j u n t a  1 (4*^)
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Ttempo (s)
Fig. 6.109 - Erro total de posição.
Tempo (s)
F i g .  6 . 1 1 0  -  D e s l o c a m e n t o  da  c o o r d e n a d a  0^ .
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Fig. 6.112 - Deslocamento nodal q
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6.113 - Deslocamentos nodais <11 3 2 > q e q2 3 3  3 3 3
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Fie. 6.114 - Deslocamentos nodais q e q° 2 3 2  3 3 2
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6.5 - Conclusões
Neste capítulo foram apresentadas simulações, onde o 
principal objetivo foi a obtenção de informações que permitem que
o desempen ho estrutural da cadeia cinemática seja observado sob 
vários aspectos.
Conforme já mencionado, procurou-se mostrar 
principalmente, a influência das f l e x i b i 1 idades das ligações e 
juntas sobre o desempenho da cadeia.
Desta forma torna-se possível, a nível de projeto 
preliminar, €t identificação dos pontos mais críticos da 
estrutura, ou seja, aqueles que mais contribuem para a 
deterior ação do desempenho desta.
Neste sentido, já na análise estática pode-se fazer uma 
primeira ava liação sobre a adequacidade dos membros estruturais. 
Onde a variação dos erros para as várias situações, apontou como 
sendo a flexibilidade das juntas, a maior responsável pela 
deterioração da resposta estática do sistema.
Outra informação importante, refere-se aos autovalores 
e autovetores. Estes foram obtidos para diferentes posições e 
f l e x i b i 1 idades dos componentes, onde pode-se perceber a 
significativa influência da flexibilidade das juntas sobre o 
comportamento das freqüências naturais e modos de vibração do 
sistema. T a m b é m  importante, foi a separação entre os valores da 
3a e 4 a frequências naturais, a qual é tanto maior quanto maior 
for a rigidez e a massa das ligações, e menor o rigidez das 
juntas. Além disto, estes resultados influenciam diretamente na 
definição da freqüência de operação do controlador.
Os autovetores, embora fornecendo apenas a forma de
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vibrar da estrutura, permitem que sejam identificados os 
componentes que mais se deformam nestas vibrações.
Finalmente, na análise transiente, pode-se observar o 
comportamento dinâmico de estrutura, em termos dos deslocamentos 
das coordenadas generalizadas no tempo, para diferentes 
f l e x i b i 1 idades dos componentes, trajetórias e tempo destas. Os 
resultados obtidos identificaram novamente o parâmetro 
flexibilidade das juntas, como sendo o mais crítico com relação 
ao desempenho do sistema durante o movimento.
C o n v é m  resaltar aqui, que não somente os erros de 
posição da extremidade da cadeia podem ser obtidos, e tomados 
como m edida de desempenho. Os erros de orientação de extremidade, 
podem também ser utilizados, e perfeitamente obtidos tanto na 
análise estática, quanto na transiente.
Em consequência do acima exposto, pode-se dizer que o 
procedimento proposto constitui-se de uma ferramenta extremamente 
valiosa  para a fase de projeto preliminar de manipuladores 
articulados, na qual os aspectos críticos do projeto d ev em ser 
verificados a fim de validar a concepção e fornecer informações 
essenciais para as fases posteriores.
Isto é decorrência direta da modelagem utilizada, que 
apresenta uma representatividade e versatilidade bastante 
adequada, em termos da inclusão dos principais efeitos 
envolvidos, gerando resultados que permitem a análise da 
influência de parâmetros de geometria, de posição, de trajetória, 
de carregamentos estáticos e dinâmicos e de rigidez dos membros 
estruturais (ligações e juntas), sobre o desempenho do 
manipulador na execução de suas tarefas.
Desta forma, as informações geradas nas simulações, são
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de extrema importância não somente para o projeto da estrutura 
mecânica, mas também para o projeto do sistema de controle a ser 
utilizado.
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CAPITULO VII 
CONCLUSÕES
Conforme visto ao longo do trabalho, a busca por 
sistemas robóticos com características de desempenho cada vez 
melhores, tem se refletido atualmente, no desenvolvimento de 
novas e melhores técnicas de simulação para o projeto destes 
sistemas.
A sistemática apresentada no presente trabalho, 
representa uma contribuição para a área de m o d e la gem e simulação 
de robôs, constituindo-se de uma ferramenta extremamente vali osa 
para a fase de projeto preliminar de manipuladores articulados, 
p ossibilitando que a concepção do sistema seja avaliada, quanto 
ao seu desempenho, e a obtenção de outras informações importantes 
para as demais fases do projeto.
A m odelagem empregada possui como ponto forte a 
consideração da flexibilidade nas juntas decorrentes da 
elasticidade do sistema de transmissão, através de molas 
torcionais lineares, e da flexibilidade das ligações, através do 
método de elementos finitos, onde são considerados os efeitos de 
deflexão, deformação axial, c i s a l h a m e n t o , inércia rotatória e 
torção, permitido assim a modela gem adequada de ligações curtas e 
l o n g a s .
Estas considerações aliadas a uma descrição cimemâtica 
adequada e ao formalismo Lagrangiano, geram um modelo 
extremamente representativo, formado por um conjunto de equações
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de movimento, não lineares e acopladas, expressas em termos de 
coordenadas generalizadas que representam os grandes 
deslocamentos das ligações em torno dos eixos das juntas, devidos 
ao movi mento de corpo rígido das ligações e à elasticidade nas 
juntas, e também das coordenadas que representam os pequenos 
deslocamentos decorrentes das deformações das ligações.
Este modelo, além de sua implementação computacional 
ser de razoável facilidade, permite ao projetista uma fácil e 
rápida manipu l a ç ã o  dos dados referentes às características de 
geometria, material e forças, associadas às partes que configuram
o sistema.
Na etapa de simulação foram utilizados procedimentos 
numéricos adequados, para a obtenção das propriedades que 
descre vem o comportamento do sistema, permitindo que sejam feitas 
as análises estática, de autovalores e autovetores e transiente.
Na análise estática, devido ao fato de o vetor carga 
ser definido em função das coordenadas generalizadas, e estas 
serem também as incónitas a determinar, foi desenv olvido um 
procedi mento numérico de fácil implementação e rápida 
convergência.
Nesta análise pode-se verificar os erros de posição da 
extremidade da cadeia cinemática e o deslocamento das ligações 
devido à flexibilidade nas juntas, para várias posições dentro do 
espaço de trabalho, variando-se os parâmetros flexibilidade nas 
juntas, flexibilidade das ligações e carregamentos externos.
Desta forma torna-se possível uma identificação dos 
pontos mais críticos da estrutura, ou seja, aqueles que mais 
contribuem para a deterioração do desempenho desta, e uma 
primeira avaliação sobre a adequacidade dos membros estruturais.
187
Os resultados obtidos nestas simulações, apontaram como 
sendo a flexibilidade das juntas, a maior responsável pela 
deterio ração da resposta estática do sistema.
Na análise dos autovalores e autovetores, a 
determi nação das freqüências naturais e dos modos de vibração, 
tem por principal objetivo permitir que seja definida a 
freqüência do controlador e verificadas as excitações externas, 
de modo a obter-se u m  comportamento estável por parte do sistema.
Para a resolução do problema utilizou -se o método da 
Iteração Subespacial, onde pode-se obter a resposta do sistema 
em várias posições da cadeia cinemática e para diferentes valores 
dos parâmetros flexibilidade das ligações e juntas.
Os resultados obtidos mo str a r a m  que a flexibilidade nas 
juntas além de reduzir os valores das freqüências naturais afeta 
a variação destes, para as várias posições da cadeia cinemática 
dentro do seu espaço de trabalho. A comparação entre os modos 
de vibração da estrutura, obtidos para uma configuração do 
sistema com e sem a f l e x i b i 1 idades nas juntas, mostra que a 
consideração deste parâmetro faz aparecerem movimentos de 
oscilação das ligações em torno do eixo das juntas, enquanto que 
os deslocamentos  nodais ficam dimunuidos.
Outro resultado importante obtido, foi a grande 
separação entre os valores da 3 a e 4 a freqüências naturais, 
verificada para a situação onde tem-se uma elevada rigidez das 
ligações e uma baixa rigidez nas juntas, o que em termos de 
projeto destes sistemas, proporciona uma faixa de ferqüências 
dentro da qual pode ser definida a freqüência do controlador, sem 
risco de comportamento instável do sistema.
Na análise transiente, o objetivo principal é a
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verificação do comportamento dinâmico da estrutura, quando a 
mesma é m o v i m e n t a d a  dentro do seu espaço de trabalho, através da 
o btenção dos deslocamentos sofridos pelas coordenadas 
generalizadas no tempo, para diferentes valores de flexibilidade 
dos componentes, trajetórias e tempo destas.
Para a solução numérica deste problema foi implementado 
um método implicíto, no caso o método de Newmark 0 = 1/4, e 
simulados movimentos com controle em malha aberta. Os resultados 
obtidos identificaram novamente o parâmetro f l e x i b i 1 idades nas 
juntas, como sendo o mais crítico com relação ao desempenho do 
sistema durante o movimento.
Desta forma, a sistemática desenvolvida possibilita que 
sejam efetuadas diferentes simulações, as quais fornecem 
informações sobre o desempenho do manipulador considerado. As 
informações obtidas permitem não somente uma avaliação global do 
sistema, mas também uma análise da adequacidade dos vários 
componentes que formam o sistema.
Por ser a robótica. uma área essencialmente 
mu 1 1 i d i s c i p l i n a r , e por tratar-se de uma modelag em bastante 
representativa, o trabalho desenvolvido aqui poderá ser utilizado 
em várias sub-áreas da robótica.
Finalmente, são sugeridos alguns tópicos relacionados a 
futuros trabalhos, que podem ser apoiados pela formulação 
apresentada:
- desenvolvimento de sistemáticas para a calibração relacionadas 
com o problema da cinemática direta e inversa, considerando às 
f l e x i b i 1 idades da estrutura?
- determinação dos torques nas juntas e da capacidade de carga 
levando em consideração a flexibilidade dos componentes;
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inclusão dos efeitos das velocidades sobre os autovalores e 
autovetores. através da inclusão dos efeitos giroscópicos 
quando da solução do autoproblema; 
planejamento de trajetórias. levando em consideração as 
f l e x i b i 1 idades estruturais e os efeitos dinâmicos 
c o r r e s p o n d e n t e s ;
d e s e n v olviment o de sistemáticas que permita m a redução do 
número de coordenadas generalizadas utilizadas, visando a 
solução mais rápida das equações obtidas:
d esenvolvim ento e implementação de algoritmos para o controle.
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APÊNDICE A
Equações de Appel
Como as equações de Lagrange, as equações de Appe 1 
podem ser obtidas através da aplicação do princípio dos trabalhos 
virtuais (caso dinâmico), em termos das coordenadas 
generali z a d a s .
de acordo com o princípio de D ’Alembert, o estado de 
"equilíbrio dinâmico" de um sistema de N partículas popde ser 
representado por
F + R - m r = 0  i = (A.l)
1 i i i
ou
N
£ (F + R .  - m r )  = 0  (A.2)
1 1 i = l
onde F é a resultante das forças ativas que atuam na partícula i
m , R representa a resultante das forças de vínculo e m r i i i i
representa a força de inércia.
Aplicando o prncípio dos trabalhos virtuais na equação 
(A.2) e considerando que as forças de víinculo não realizam 
trabalho, tem-se:
N
Y (F - m r )Ôr = 0 (A.3)
1-1 i i i ii = 1
O vetor r pode ser expresso em termos das coordenadas i
generalizadas
r = r . ( q ,  q , . . . ,q > t) (A.4)i i 1 2 n
s u b s t i t u i n d o  ( A . 5) em ( A . 3 ) ,  t em- s e
" arl (F. - m . r . ) l Sq. = 0 
í = i 1 1  j t i ^ j  J
I F t I ^ i 6 q -  E m i  r j  = 0 ( A . 6 )
i = l j = 1 j i = l j = l j
ou
H r ,  gisij - Ê  Ê - . í ,  g * e q  (A.7>
j =1 i = l j j = 1 i = 1 j
O l a do  e s q u e r d o  da e qu aç ã o  ( A . 7) r e p r e s e n t a  o t r a b a l h o  v i r t u a l  
d a s  f o r ç a s  e x t e r n a s ,  e n t ã o  p o d e - s e  e s c r e v e r
N a-p
£ F - ^ iôq = Q - <A -8 >. , i oq.  j j
i = l J
onde é c o n h e c i d a  como a f o r ç a  g e n e r a l i z a d a  a s s o c i a d a  com a
c o o r d e n a d a  q . Ent ão  a e x p r e s s ã o  ( A . 7) pode s e r  e s c r i t a  como: j
Ê Ê mifi ü l5qj = Ê V qj <A-9)j = l i = l  j j = l
A t r a v é s  da e qua çã o  ( A . 4) p o d e - s e  o b t e r
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Então pode-se escrever as equações (A.9) da seguinte forma:
dTn N£ £ m. r . —  iôq . = £ Q Ôq .
. . . . i i J . . 3 3j = l i = i  dq . j =ij
(A.13)
Introduzindo-se a função
G = 4 E » n r ;
i = 1
2 
i i (A.14)
chamada de função energia de aceleração de Gibb, tem-se que
V m " dr. _ dGL m ir i — » = —  i = 1 3q 3q j j
(A.15)
substituindo (A.15) em (A.13) obtem-se
d G£ 5q = l Q ôq.
j = 1 aq .
J j = l
J J
ou
(A.16)
I í ^  - Q. W  = o
J - A  aq. 3 J 3 (A.17)
desde que os deslocamentos virtuais Ôq são arbitrários, tem-sej
(A.18)
que são as equações de A p p e 1.
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APÊNDICE B
MATRIZ M ASSA [m e ]ij
[ -  :  J  ■
m i j li
m
0 0 0 0 0 mijm 17 0 0 0 0 0
lij22 0 0 0 mi j26 0 m 1 i 28 0 0 0 mi jm 212
mi J m 33 0 mi J m 35 0 0 0 m ij39 0 m iJ311 0
m iJ44 0 0 0 0 0 m ij410 0 0
m 1 J55 0 0 0 m iJ59 0 511 0
m iJ66 0 m iJ68 0 0 0 mi Jm 612
m iJ7 7 0 0 0 0 0
m i j 8 8
m
0
i j 
9 9
m
0
i j 
"1010
m
m
0
i J 
9 11
0
i J 
1 1 1 1
m
m
i j 
812
0
0
0
i j 
1212
onde
m
m
m  tij _ 1 i
1 7  6
m ij _
2 2
m ij _"26
m 1 J S"28
m ii , 1ri 56 + 2940 + 1400*1
L 420 J
■/ï 1(22 + 38,50 + 17,50*
1 420
m  t f54 + 1 2  6 0  + 700*1
•1 + — 30 t. ( l+0)‘
P I.
< !+♦)' 420
( 1+0)
1 . ( 1  + 0 ) :
(B. 1) 
(B.2) 
( B . 3 )
( B . 4 )
( B . 5 )
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P I -  ( 4 , - H(1+0)'
m iJ = m iJ ( B .7 )3 3  2 2
2
_ij _ m il i (22 + 38,50 + 17,50*1 I d fl 1 ^
“«■ ™ ------- J “7 7 ^  Ire " -2 rl (B*8>
m 39 = - 3ÏÏ ~ - lz 2 ( B *9)"  JU t  (1+0)2i
K í  = T  1 (B.ll)4 4 J p
m i J  =  i  p  I  ( B . 1 2 )
4 1 0  6  N d
_ij _ m i'ei f4 + 70 + 3,50*1 , 1dl i (56 + 700 + 1400*1 x
---- J 1 7 ^ 1 ------115---- J ( ’
„ 2  T 
_i j _ i i f54 + 1260 + 700*1 s P z ( 1 1 ,]
----- 155---- J + 7 7 ^ ? l T O‘H  <b-14)
i i  f- 14 - 700 ->• 700 1 d i r- 3 + 70 + 3,50*1
511 (l+ 0 ) 2 l ?2Ü J (1+ 0 ) 2 l 4 2 0  J
(B.15 )
m 1J = m * j (B.16)6 6  5 5  7
r-13 -31,50 -17,50*1 *d fl 1 .ï ,
7 7 ^ 1 ----- ÍIÜ------ J ( ’
«niJ - m i^i (3 + 70 + 3,50*1 . r- 14 - 700 - 700*1
6 1 2  (l+0 )2 ^ ^  J (l+0 )2 ^ 4 2 0  J
( B.18)
m 1 J = 4  m £  (B.19)7 7  J  i i
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m ij =
(1+0)'- J (1+0) ‘
m il i f156 + 2940 + 1400*1 . 3 6  p * 2
99 (l+0)2 l 420 J 3 O * ( l + 0 ) 2 ( }
m
i
-c2i j _ i Í70  4. ■*« <;/», + 17.  <:a2'\ P i .
9 1 1  ~~
m 1 j = m iJ ( B .24)1 0 1 0  44
_ i j m i i f 4 + 70 + 3,50 | d i (56 + 700 + 1400^
1,11 (l+0)2  ^ 420 J (l+0)2 l ^  J
(B.25)
m 1J = m 1 j ( B .26)
1 2 1 2 1 1 1 1
onde I e I são respectivamente, o mamento polar e diametral de p d
inércia de massa por unidade de comprimento.
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MATRIZ MASSA  [M e ]l J
[- ïJ-
M 1J M 1J M lj M lj M lj M 1J M lj M lj M lj1 2 1 3 M 1J M 1J M J 1 1 0  1 1 1  1 1 2  1 1 314 15 16 1 7  1 8  19
[■:J
1 2 x 1 2
- 1 1 3 x 1 3
onde
M lj = q 1
1 1
2
r p K  1„1  , ,,„1 r mi/ei (22 + 38 ,50 + 17,50*11 „i
- 4  —  J q e i - 4 + 2 q e i - 4 7 7 ^ ? l --------™ ------- J J q B
in' f mi'£i f54 + 1260 + 700*11 , i  , , 1  r f!3 
6 J " 4 L( i+rf, ) 2 l 42 0  J J J + 2 6 j - 4  L( l + 0 ) 2 '‘^ 2 ®
m t î
- ( 1 + 0 ) 
31,50 + 17,50 2_____________ hl 1 , i r m i 1 fl56 + 2940 + 1400*11 _ 1
420 J J q 6j + 6 q 6j-3|_( i+<fe)2 1 J J q 6J-3
2
„ 1  f " / i  (22 + 3 8 , 5 0  «■ 17,502H  1 i f f54
1 2 6 0  + 700____ J ï 1 Ql + 2ai r mi*i f!3 + 31 ,50 + 17,50*H  1
4 2 Ü  J J 6 j + 3 6 J - 3 L( l+w>)2 l f * 5 J J » J + !
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♦ r í í V ^ l v  + v  M i  I * i  I IV  -6 j - 2 [_ 3 J 6J-2 6 j - 2 j_  ^ 3 y 6 z J J M6j + 4
3 2
. 1 I" m i t ("4 + 7$ + 3,5$211 1 ,, i r m i^i (13 + 31,5$ 
q‘j - * L 7 7 ^ ? l  ™ 2q« j - * L 7 í ^ r ~ ™ —
+ 17,5»2-11 1 _ , r m i <  (3 + 7» + 3,50211 i
420 JJ 6 J . 3  6 J -’l.(l+*)2 l 420 JJ 6J*5
3 2
+ 1 r * 1 1  f4 + 7* + 3,5»2-|l 1 1 C V ,  ri3 + 31,5* 
q « j l ( 1+0)2L 4 2 0 JJ ®j 2 q 6 j l 7 7 ^ l - T i ü
+ 1 7 . 5 ^ 1 1 _ , r V i  f3 t  7 M  3,502] ] 1  +
420 JJ 6j»2 6 H ( l + * ) 2 l 420 JJ «J*«
2
+ q ’ r ‘A  fi56 + 294» + 14O02] ] i . 2 1 [ V i  f22 +
6j + 2 *-(l+4>)2 l 420 JJ 6J*2 q 6j + 2 [ (1+0)2[42O
, 38,50 + 17 , 502^ 1 _ 1 . 1 f m i*i f 156 + 2940 + 14O02T L i  
420 J J 6 j + 6 q 6j + 3 [ (1+<M2[ 420 J J q 6(1+0)2 L 420 JJ 6J+3 
2
. r mi'ei (22 + 38 ,50 + 17 , 50^ "j _ i . _i Tp ( I y+ V l - 1
™ ----------- J J q ej*s + 6 j + 4 |_ ^3-----J q l j +
, „1 r “ í^ i  (4 + 70 + 3 ,5 0 ^ 1  _i , „1 r m\l \ (4 + 70 .
6 ->+ 5 L 7 T ^ ? l ------ ™ ------- J - K j * 5 ^ ^ l - T T ^ j 2 *- ^ -
420 JJ 6j + 6+ T T O 2 - q'-.. ( B .27)
M lj = 0 ( B .28 )
12
2
wu r r i s e  + 2940 + i4O02,n „ i  . r (22  + 38,50 ,
= '  ™ ---------- J J ^ j - 3 L7T ^ ? l— í5 5 —
. 1 7 , 502^~j „ i r mi<&! (54 + 1 2 6 0  + 7O0*n _ i
420 J J q 6j-l " L( 1+4>)2 1 420 JJ « J + 3
r m/ i  (13 + 31,50 + 17 , 502^  "I „ 1
L T T ^ l ----------------------------- J J ^ * 5 ‘ ’
r m i 1 f156 + 294* + 140*211 , [ "í^i (22 + 38,5« .
L(i+* ) 2 l ™
2 a t  r Hl t  f C A  . . „ ^ 21 1
(1+0)
2
+ 17 ,50 | 1 „ _ f ^ 1  (54 + 1260 + 700 11420 JJ  6 j -1 LM+rf>i2 l 420 J J q 6 j + 3
m t zf '"i^i (13 + 31,50 + 17,5 0 * n  ( . J
Lt t ^ I  í í b  JJ 6 j + s < B -3o)
( B . 3 1 )
r m \l \ (22 + 38,50 + 17,50*11 _ f m / i  f4 + 70
L(l+0)2 l 420 JJ 6J+4 L(l+0)2 ^ 420
3 , 5 0 * 11 _ r mi ^ i  f l 3  + 3 1 , 5 0  + 1 7 , 5 0 * 1 ~L
420  JJ 6 J  L( 1+ 0 ) 2 v. 420 J J q 6 j  + 2
+ \ + 3 'S*2\ \q (B . 32 )L ( i + 0 ) H  420 J J m 6 J+6
r m \l \ (22 + 38,50 + 17,50*11 . f m \l \ (4 +
l-M+d>>2l 420 JJq6J-3 Lm+aJ21 4
70 
420( 1 + 0 ) ^  —  J  J  L ( l + 0 ) ' '
3 r m.-C2 0 c^J , 5 0 ^ 1 f “i S  f!3 + 31,50 + 1 7 , 5 0 ^ 1 „
420 JJ 6 j -1 LM+<fcl2l ^  J J q <(1+0)' 
m l 3 ro . . o
6 j + 3
+ r J V j _ p _ + „ . 7 0 + 3  , 5 ^ 1  33
L(1+0)2 1 420 JJ 6 J + 6
r l i  f54 + 1260 + 7 00 11 „ . r l i  fl3 +
" L (i +0 ) 2 l 420 JJ 6 J - 3 L(i +0 ) 2 ^ 420
. i7,502 n^ „  _ r mi <ei r i s e  + 2 9 4 0  + 1 4 0 0 * 1 1  „
420 J J q 6 j - 1 L ( 1 +4> ) 2 I 420 JJ 6J + 3
(B.34)
31,50 +
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r ‘ 1 1 (2 2  + 38  , 50 + 17 , 50 1 "1 „
'  --------------J J ^ * 5 (
m £  r*A . r m t 2f l i  ( 5 4  +  1 2 6 0  +  7 0 0  11 f í ^ i  f l 3 +  3 1 , *
L { 1 + 4 > ) 2 1 4 Ï Ô  J J q 6 J - 4  L ( 1+<Í>)2 1 4 2 0
1 7 , 5 0 2T L  _  r m i Z i  ( 1 5 6  +  2 9 4 0  +  1 4 0 0 ^ 1 ,
420 JJ 6J Lf 1+A)2 1 420 J J q 6j + 2
m Z2r ' 1 1 ( 2 2  +  3 8 , 5 0  +  1 7 , 5 0  ' H  _
'  L T Í ^ J í l ------------™ <B
M lj = 0  (B111
2 3
„ I j  _ . r mi >ei f l 3  + 3 1 , 5 0  + 1 7 , 502,\ 1 _ , r ( 3  + 70
” 2 ■ L T T T ^ t “ ------- ™ L 7 T ^ l “^ r "
+ 3
( 1 + 0 ) ^  J J  O J -'* L ( l + 0 ) ‘
2
» 5 0 2^ ~| „ r m i>ei f 2 2  +  3 8 , 5 0  +  1 7 , 5 0 * 1 1 .
420 J J 6 j L( 1+0)4 420 J J q6 j + 2
f m / i  [4 + 70 + 3,502'\"j ,
2 3Ij _ r m i * i  f 13 + 31,50 + 17,502TL
113 L( ! +0)2 V- 7 1 5  JJq6J-3 " L ( 1 +0 )2 I 4"^
3 , 5 0 ^ 1 f m i * i  ( 2 2  +  3 8 , 5 0  +  1 7 , 5 0 2) 1
420 J J 6 j • 1 L( i+0)2 V 42Ü J J 6 j + 3
. r “/ i  ( 4  +  70 + 3,502^ 1_
L 7 ^ l — 115---- Jr»»*» ‘
M = +
. 3 5 )
+
. 3 6 )
. 3 7 )
+
. 3 8 )
+
. 3 9 )
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MATRIZ MASSA [M e ]2 J
K ]  ■
M
2 j M 2 j1 2 1 3
2 j M 2 j2 2 2 3
M 2 j3 3
M 2 j 2 4
M M 2 j 
3 5
M 2J M 2j m 2J4 4 4 5 4 6
m 2 j M 2j m 2 j5 5 5 6 5 7
M 2j M 2 j6 6 6 7 M
2 j
[ " í j 1 2 x 1 2
2 j 
118 
2 j 
' 2 1 8
2 j 
3 1 8  
2 j
4 1 8  
2 j
5 1 8  
2 J 
6 1 8
onde
= (‘Ic o + L + L ) + q m £  q +1 1  6 n  + 2  y  1 2 2 6 n  + 2  y l '  n 6 n  + 3  2 2 6 n  + 31 1 1 1
+ (j - I j W c o s V  + (j - 1 )m Z z (q + q ) c o s V  +2 2 2 J 2 2 6 j - 5 6 j  + l 2
p v-Iïl í
■ V
q q + 26 j - 5  6 j - 5 , + f.C  6  J 6 j - 5  6 j + l  ^
36 p 1
30 £ 2 ( i+*)2:)q 6j-4
q +6 j - 4
+ 2
+ 2 i
p I
(1+0)'
Z (3 - 150)
TÕ" ) q 6 j - 4 q 6 j  2 ('
36
3ÏÏ >e2 ( 1 +0 )
-1 q2J 6 J - 4 q + 6 j + 2
P IZ (3 - 150)
■)q 6j-4q 6 j+6 + (lÏÏ m+a)2]30(1+0) 
p (3 - 150)
2J 6 J - 3  S J - 3
2l (1+0)2 30 ) q 6j-3q 6j-l -  2
P lz (3 - 150)'
£ 2 (l+0)
í—  p *2 1 
^30 ^ ( 1 + 0 ) ^  *6 J-3'6J + 3 
^ 1 ^
^  ( 1 + 0 ) 2 30 J^q 6 j - 3 q 6 j +S
d 2 (4 + 50)
2 30'( 1+0)
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+ _ 10* f l q q + 2 L f _ k _  (3 -  I W | q q
3o J 6 J - 1  6 j - 1   ^ ( 1+(J))2 30 J 6 j ♦ 3 6 J - 1
2 r l dl 2 ( - 1  -  50  + 502 H f  l dl 2 (4 + 5»)
'(1+0)2 30 J 6 J ' 1 6J+S M 1 + 0 ) 2 30
-  ■[7 *  •
X ^  1 à í 2 ( - 1  -  50 + 502 H A ( " V ^ V
M 1+0)2 30 J q 6 j q 6j+6 [ 3 J q 6 j + i q 6j+l
+ f 36 P ] _ 2 f P Iz (3  -  150)]
^  £ 2 (1+0)2J 6Í + 2 6Í + 2 I ( 1+0)2 30 J 6 j + 2 6 j + 6
+ f 3« _ ? _ k _ ) q q + .. ( 3.. -  «.?♦>.] q q
^ 3 0  *  (1+0)2' 6 J + 3 6 J + 3  I (1+0)2 3 0  J 6 j + 3  6 j + S
I f  I . t
+ d 2 (4 + 50) 2 30
f  xd"2 (4 + 50  + 1 0 0 ^ 1 - Q . f
l ( 1 +0)2 50 j  ®  ^+ 5 6 j + S  [ (1+0)
+ _i° *fïq q ] Co s 2e ’ + ( - V 2 í156 + 291» •f ■140*21 <í <í30 J 6 j * 6  6 J t  6 J 2 \(1+<|>)2 V. 420  J 6 j - 4  6 j - 4
2
. „f m 2ye2 (22 + 38,50 + 17,502 n „  _ , „ T m2l 2 ( 5 4  + 1260 ,
1717^ ^  J j 2L77^1 420
+ 2 2 f q l q  q -  2 f  2 2  ( 1 3  * 3 1 , 5 0  » ^ , 5 0 ^ n  +
420  JJ  6 j - 4 6 j + 2 ' ( 1 + 0 ) 2 420 J ®J “4 6 j + 6
+ r ^ í ) q q + 2 ( í ^ t ) q q + r J v L f ( ± 4 _ 7 i )  +
 ^ 3 2J 6 j - 2  6 J - 2   ^ 6 2J 6 j - 2 6 j + 4 L ( 1 +0)2 V
.2t2AT r m_-c
I 3 ’ 5<H 1 c  a I A  2 2 0 3  + 3 1 , 5 0  + 1 7 , 5 0  )]
+ - Í 5 5 - J J « 6 J 9 6J + 2 { j ^ f  ÎÏB J 6 j 6 J * 2
„r  m2 z f3 + 74. + 3 , 5 * 2n .  .  . r 2 2  r < i 56  + 294») . 
' LtthïïI------- ^ — J J’bj’sj*. ™ —
. 2\ A m £ 21 4 0 0 ^ 1- a _ g f 2 2  (22 + 38,50 + 17,50 H
420 JJ 6 j + 2 6 j  + 2 W 1 +d> ) 2 420 J 6 J  + 2 6j + 6-I /I /il I -c I . o  “ c I . e( 1+ 0 )'
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+ r ! A , i q q + q U „ v
^ 3 " 2 J 6j + 4 6 j + 4 L( i+^)2 L 420 JJ 6 J + 6 6 J+6J 2
2
, f *"2*2 f 156 + 2940 + 1400*1.. n „ f  mzlz (22 + 38,50)
l (l+0 )2 l J 6j-3q6j-3 l(1+0 )2 420
A 17,502v   ^ . r  m2l 2 f54 + 1260 + 700*1]
420 J q6j-3q6j-l L (1+0)2 I 420 J J q6j-3q6 j +3
♦ 2 p ^ _  d 3 + 3 1 .5 *  + 17 ,5»»n  + f 1 1 * * 1 ,  q ♦
l ( 1+dl|2 420 J 6 j - 3 6 j + 5  ^ 3 2j*6J-2M6J-2(1+0)'
p I > r m Z 3. 2 , 1  n . r 2 2 f4 + 70  + 3 , 5 0  „( 6  2 J  6  j - 2 6 J  + 4 Ll+rf>>*l 4 2 0  J J 6 j - 1 6  j - 1-( 1+0 )
m Z 2 , * e .  , cx2 \ \  r m -C3
- 2 2 2_ ( 1 3 + 3 1
2
,50 + 17 ,50 )1 „ „ f 2 2 f 4 + 70.(1+0)" "TIÜ J 6J-' 6J + 3 L(1+0)2l 420
. 3 , 5 0 *1 1 ,  r "*2*2 r i 56  + 2 9 4 0  + 1 4 0 0 * 1 1 _
420 J J 6 j - 1 6 J + S L(1+0)2 V 420 Jj 6j+3 6j + 3
+ 2 r m 2^2 (22 + 3 8 , 5 0  + 17,502 )  ^ + í í l ^  *  1 q q *
M 1 +0 ) 2 420  J 6j+3 6 j  + 5 [ 3 zj  6 j  + 4 6 j  + 4
[- m2'C2 [-4 + 7 »  + 3 , 5 » 2~|1 1 2 ( L  + q )m t  í i  q -
L(1+0)2 V 420 J J 6 j + 5 6 j + 5j yl 6 n 2 + 2 2 2 ^2 ^6j-
Z  . Z  ^
- r Á  q + õ- q + rrl q 1 +  2(j - 1 ) q m £ * c o s 0’ +12 6 j - 1 2 ^6j+3 12 6 j + 5J 6 n  ^+ 3 2 2 2
+ q m Z  (q  + q ) c o s 0 ’ 2q m Z  í i  q +6 n + 3  2 2 6 j - 5 6 j  + l Z 6 n  + 3  2 Z 1 2  ^ 6 j - 41 1 v
Z  . Z  > n
+ -r l  q + i  q - - r | q  -  2 ( j  -  1 )m Z 2 i  q +1 2  6 j 2  6 j + Z 1 2  6 j + 6 J  Z 2 ^ 2  6 j - 4
“C .  í  > a r t n Z
+ t I  q + •’» q “  Tõ" q s e n 0 ’ c o s 0 ’ - \ 2 7-r-rxr õtt +12 6 j 2 6 j + 2 12 2 2 2 I (1+0)1^20
1 1 ín ^  /■ j 4 > ^  i'A
+ 3 0 J q 6 j - 5 q 6 j - 4  +  2 (1+0) ( 2 0  + Ï T  4>J q 6 j - 5 q 6 j  +  2 ( 1+0) (lÕ +
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ro ^  4 a p I
+ _  0 j q q - 2  — -— —  \—  + —  (b ; q q - ----—  q q
6  ' J 6 j - 5 6 j + 2 ( 1 + 0 )  ^ 3 0  2 4  ' )  6 j - 5 6 j + 6 ( 1 + 0 )  6 j - 4  6 j - 2
m 2^2 (3 1 'l P Iz ^ Iz^2fl
+ 2 ( 1+0) (lïï +  6 <*>J q 6 j - 4 q 6 j + 1 ( 1+0) q 6 j - 4 q 6 j  + 4 +  2  ( 1+0) j r i  +
+  3 ^*)q 6 j - 2 q 6 j  +  ( 1 + 0 )  q 6 j - 2 q 6 j  + 2 +  2 ( 1 + 0  ) ( 1 2  +  6  %  j - 2 q is j ♦ 
m ^  /■ j j \ p X ^  r \ 1 a
+  2  ( 1 + 0 )  [ 3 0  +  2 4  * J q 6 j * i q 6 j  +  2  T i + 0 7 " i '  1 2  +  6 <í’J q 6 j q 6 j  + 4 +
2
ni í  /■« 1  ^ m £  /■- i
+  2 ( 1 + 0 ) ( 2 0  +  3 * J q 6 j + i q 6 j + 2 " 2  ( 1 + 0 ) ( 2 0  +  2 4  j q 6 j + i q 6 j + 6 +
+ ( 1+0) q 6j-4q 6j + 2 + 2 (1+0) ("TI + 3  ^)q 6jq 6j + 4 ^  (B.40)
M 1 2  =  ( q 6 n  + 2 +  L y l , ( j  '  "  1  (<ï6 n  + 2 +  L y , > V 2 ( <*6 j - 5 +1 1
Í\ ^  1 + q )sen0’ - ( q  + L )m -t L  q + rrí q + - 0 q6 j + 1 2 6 n + 2  y 1 2 2 ^ 2  n 6 j - 4  1 2  M 6 j 2  6 j + 2
■t /•- i  J
“ TÕ" ^ c o s e’ - (j - l)m Z 2 Ur q ~ t I  3 + *õ 3 +12  6 j  + 6 J  2 2 Z\ 2  6 j - 3 12  6 j - 1 2 n 6 j + 3
2
^  > * f in - > rn £ /*,-
j * 5 ] S e n 0 2 "  2  | 2  ( 1 + 0 ) ( 2 0  +  3 4>] q 6 j - 5 q 6 j - 3  ' 2  ( 1 + 0 )  ( 2 0  ++ 12 q 6j+5
1 ^ O O 1 ^
+ 2? 4>J q6j-5q6j-1l + 2 ( 1+0) (IO + 6 <í>J q6j-5q6j + 3 + 2 jí+ l )  (lÕ +
4 > p I m  t r* 4 >
+ —  d) j q q - -----—  q q + 2  — -— —  j—  + —  d>j q q
2 4  ‘ J  6 j - 5 6 j + 5 ( 1 + 0 )  6 j - 3 6 j - 2 ( 1 + 0 ) ^ 2 O  6 J  6j-3 6j + l
p P I / 2 fi J 'v P 
( 1 + 0 )  q 6 j - 3 q 6 j  + 4 2 ( 1 + 0 )  [ t i  +  3  j q 6 j - 2 q 6 j - l  +  ( 1 + 0 )  q 6 j  + 3 q 6 j -
+  2 ( 1 + 0 )  (T2  6  q 6 j  - 2 q 6 j + 5 2 ( 1 + 0 )  ( 3ÏÏ +  2 4  ^ ) q 6 j - 5 q 6 j + 5  +
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p IA | ' i  1 a a  1 ^
+ 2 T T + 5 r b r e  ■ 'S ♦Jq « í -tq « j , 4  + 2 I T R t [i ü  + 1  +
m 2^2 fi 1 1 ^ ‘A n
+ 2 ( 1 +<#>) (IT) + 14 j q 6j + iq 6j+5 + (1+0) q 6j+3q 6j + 4 2 ( 1 +0) (T2 +
i  ♦], q \sen©’ - > ( 2 ‘A  Q 5 6  * 2»4» + 14O02-|
3 J 6 j + 4 6j+5j 2 2 ^  ( l +0 )2 l 420 J 6 j - 4 6 j - 3
2
. r m2Z2 ( 2 2  + 3 8 , 5 0  + 1 7 , 502 )V_ „ f *"2^2 f 54  + 1260
M l + 0 ) 2 4 2 0  J j - 4 6 j - 1 L(l+0)2 l 420
7 0  0  
T 2 Õ
, - ^ 2l l a q _ m2^2 ( 1 3  + 3 1 , 5 0  + 1 7 , 5 0 2 n „
AOn JJ 6 j - 4 6 j + 3 l ( l + 0 ) 2 4 2 0  J 6 j - 4 6 j ♦5
2
, „r "*2^2 (22 + 38,50 + 17,502 n _  „ . 0 |* n zl 2 (54 + 1260 ,
1777IÏ2 ™  2L7TZr^l ^(1+0)" J D J -J DJ (l+0)'
+ Z2í! llq q - 2 f (13 + 31,50 + 17,502 )-)
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mu[3,3]q3j 3  + 2 mu[3,5]q3j t + 2 mu[3,9]q3j+3 +2 mu[3,11]q3 +^5|02 +
/ 2  ^  _  / n )  I o  j  \  ■ f r 1 o  1 «  3  ■ ^  r o  ^ i - 3  ■ o  . . . . . . .  r *7
(j -
- l)m rsen(0’+0’) + 2muw[l,3]q + 2 muw[3,4]q + 2 muw[3,7]q +
3 3  2 3  I o  j  -  5  6  j  •  2  6  J  +  1
+ 2 muw[3,10]q3 lsen(0’+0’) - f 2mvw[2,3]q3 + 2 mvw[3,6]q3 +6 j ♦ 4 J 2 3   ^ 6 j - 4 6 J
+ 2 mvw[3,8]q3 + 2 mvw[3,12]q3 |cos(0^+0^)^0, + 6 j ♦ 2 6 j ♦ 6j  ^  ^ -,j e’ e’ijflj mU[3’31q6J-3 +
+ 2 mu[ 3 , 5 ] q 3 + 2 m u [ 3 , 9 ] q 3 + 2  m u [ 3 , l l ] q 3 U  (E.5 2 9 )6 J- 1 6 j♦3 6J + 5Í 3
G iJ = 4 146 'ã}«,- m  1 C O S 0 ’^0  (E.530)3 3 2
G iJ = -Im 1 sen0’ l© (E.531)149 | 3 3  2 I 1
3 +6 j - 2G 1J =i(j - 1 )in i2sen(0’+0’) + f 2muw[l,3]q3 + 2 muw[3,4]q14111 3 3  2 3   ^ 6J-5
+ 2 muw[3,7]q3 + 2 muw[3,10]q3 lsen(0’+0’) -í 2mvw[2,3]q3 +6 j ♦ 1 6 J + 4 J  2 3  ^ o j - 4
+ 2 mvw[3,6]q3 + 2 mvw[3,8]q3 + 2 mvw[3,12]q3 jcos(0’+0’ ) l©
6  j  6 J  + 2 o  J  +  o J  & 3 I 1
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{’
+  ^mu[3 , 3 ] q 3 + 2 m u [ 3 , 5 ] q 3 +2 m u [ 3 , 9 ] q 3 + 2 m u [ 3 , l l ] q 3 1(0_+q’) +
6 J - 3 o J -1 oJ + 3 o j +b  I 6 d
mu[3,3]q + 2 mu[3,5]q3 + 2 mu[3,9]q3 + 2 mu[3,ll]q ^0
o J  - J  6 J • 1  6  j ♦ 3  6 J  +  5 J  J
(E.532)
J = -GiJ (E.533)4 1 2  1 2 1 4
J = -GiJ (E.534)4 1 3  1 3 1 4
J _
4 1 5 ~
j = 4 4 1 7
-2muw[4,9]cos(02+0^)^0^ (E.535)’2+e3>}«, 
'’+8’ijé,
,;+9- ijè,
J =  < 4 1 9
J -
4 2 1
2mvw[2,9]sen(02+0’ )>0^ (E.538)
,;+e;»}e,-2muw[3,10]cos(0^+0^)^  (E.539)
^23= |^-2mvw[ 1,9]sen(0’+03 )J0i (E. 540)
5 1  =  "  ?  | ( m V t 4 , 4 ] q 6 J - 2  +  2  m v [ 4 ’ 1 0 í q 6 J * 4 )  S e n 2 ( 0 2 + 0 3 ) +  [m w í 4 ’4 í < le3 +6 j - 2
+ 2 mw[4, 10]q3j + 4j - -j(2 muv[2,4]q3j_  ^ + 2 muv[4,6]q3j + 2 muv[4, 8 ]q3 } ^
+ 2 mu[4 ,12]q3 , sen(0’+0^ )cos(0’+0^ ) ^  (E. 541)6 J ♦ 6 J 2 3 2 3 1
°ÍS2 * - 1  {mï[4'4)< j . 2 + 2 ”T14>I0)< ).4}®2 (E-542)
*  ‘  1  Í m' r l 4 ' 4 I < j - 2 + 2 m V t4 ’ 1 0 , q 6 J . 4j e 3 -  ■[", ï t 4 ’ 4 ] , , 6 J - 2 +
+ 2 mv[4,10]q3 U  (E.543)6 j ♦ 4 I 2')•
G U ?  ■ ' 7  ill,V(4'4]q6J-2 + 2 mVt4’101q6 J.,]q s ‘ |m v í4 ’4 lq3 +6 j - 2
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+ 2 mv[4,10]q3 ^0 +6J  + 4Í  2 mv[4,4]q + 2 mv[4,10]q^ S0 (E.544)6 J - 2 6J + 4 I 3
}
í s , l  = '  7  | m v t 4 '41<!6 j - 2 +  2 m v [ 4 ' 1 0 ) '!6 j . <} q ! + 3 +  6 J -3
+ 2 muw[4,5]qfi  ^ + 2 muw[4,9]qf  ^ + 2 muw[ 5,10 ]q3 ^ sen(0’+0^ ) ^ 0, +6 j - 1 6 J ♦ 3 ^ e j + s J  2 3 í 1
+ ^ m v [ 4 , 4 ] q 3 j 2 + 2 m v [ 4 ,10]q3 j l(02+ q * ) + J m v [ 4 ,4 ] q3} _  ^ +
t
•}e
+ 2 mv[4,10]q3 (E.545)6 j ♦ 4 | 3
G 1J = _G U  (E.546)
1 5 1 3  1 3 1 5  v ' 
G 1J = -G1J (E.547)1 5 1 4  1 4 1 5  ' '
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3iJ =1 5 1 6
3‘J =15 17
31' =15 19
3ij =
i S  2 0
3iJ = 1 5 2 2
3ij = 1 5 2 3
-  2 muw{4,5 ]cos(0 ’ +0’ ) l e  ( E .548)
2 3 1 1
2 muv[4, 6]j (ô2+<3g ) + [ 2 muv[4,6]J(03+q2 ) (E. 549)
2 muv[4,8]j(02+q^) +  ^2 muv[4,8]J(03+q2 ) (E.550)
- 2 muw[4,9]cos(©2+03 )j0^ (E.551)
- 2 muw[5,lO]cos(02+03 )j 0^ (E.552) 
2 rauv[4,12]j(02+qJ) +  ^2 muv[4,12]j(03+q2 ) (E.553)
3 f = ■ T  I” r» ro 7 f(L + q 1 ) + (L + q2 )1 + f2mu[3,5]q3 +161 2 1 6 3 3^ y 1 6 n ^ + 2 z2 ^6i»2 + 3 /J ^ ’ n 6 j - 3
I- mu [ 5,5]q 3 + 2 m u [ 5 , 9 ] q 3 + 2 m u [ 5 , l l ] q 3 1 c o s 2 (0’ + 0’ ) + Í2mw[3,5 ]qo J • 1 6 J + 3 6 J+5J 2 3 ^. 3 +6 J -3
(E.5 5 5 )
2 m u [ 3 , 5 ] q 3 + 2 m u [ 5 , 5 ] q 3 + 2 m u [ 5 , 9 ] q 3 + 2 m u [ 5 , l l ] q 3 U  +
o  J  — 3  o  J  ■ 1  6  J  +  3  6  j  +  5  I 3
y 2 mw[5,5]q3 + 2 mw[5,9]q3 + 2 mw[5,ll]q3 1^0 (E.554)o J ■ 1 o j ♦ 3 6 J + 5 J  1
31 «  * - 1 { 2”ut3’5J < J-3 + 2mu[5,5]q^j_i+ 2mu[5,9)q=j43 +2mu(5, n ] 9 ^ , 5|é2
3iJ - - 1 /1 6 3  *  1  1
h < 2mu[3,5]q3 + 2mu[5,5]q3 + 2mu[5,9]q* + 2mu[5,ll]q3 U  (E.556)
I o J - J  o j - 1  o J + 3  o J + 5 I  2
3‘,67 * - 1  { 2mül3'51< j . 3  + 2*UlJ’5,,6J-t+ 2”Ut5-91< ) <3 + 2mUCS’U I q 6J.sj«s't
) ' • *
- i 2mu[ 3 » 5 ]q3 o + 2mu[5,5]q3 + 2mu[5,9]q3 o + 2mu[5,ll]q3 e U  (E.557)
I 6  j  •  3  o j * » l  o  J  +  3  o  J 4 5  I j
3ií.,= - 1  { 2"U(3-5 ’^ J.3 + 2"U[5'91q6J,3+2mUl5-UI,I63J.5k -
- Í2n.u[3,5]q^ 3 + 2mu[5,5]q=J i+ 2mu[5,9]q^<3 + 2mu[5,11 )<J*j4SJ( V > s ) +
 ^■{ 2mu[ 3 » 5 ]q + 2mu[5,5]q + 2mu[5,9]q + 2mu[5,U]qf
I o J -  3  o J -  1 D j  +  3  6 J  +  5
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G 1J = -G1J (E.559)1 6 1 2  1 2 1 6
G 1J = -G1J (E.560)1 6 1 3  1 3 1 6
G iJ = -G1J (E.561)1 6 1 5  1 5 1 6
+ <{2mu[3,5]q3 + 2 m u [ 5 , 5 ] q 3 + 2 m u [ 5 , 9 ] q 3 + 2 m u [ 5 , l l ] q 3 ^0 ( E . 5 5 8 )
6 j - 3  o J •1 to J ♦ 3 6J + 5 I 3
G 1J1 6 1 7
G iJ1 6 1 6
G iJ1 6 1 9
G* J 1 6 2 1
= ^- 2 muw[5,6]sen(0’+e3 )j6i (E.562)
= ^- 2 muw[5,7]cos(0’+0’ (E.563)
= ^- 2 mvw[2,11]sen(02+03 )j0^ (E.564)
= ^2 muw[10,12]cos(02+03 )j01 (E.565)
G IJ = f 2 mvw[5,6]sen(0’+0’)1© (E.566)1 6 2 3 1  2 3 1 1
G iJ = - <1 J- i m lz q 1 sen(0’+0’) - i  (L + q2 )m i2cos0’sen(0’+0’) +1 7 1  2  ] 0  3 3 6 n * 3  2 3 O  2 6 n  + 1  3 3 2 2 3
I 1 2
+ 5  q L  .2v 3 sen^ sen(<^ +e3 ) + 5  (j • l>m3 /3Sen<9’+e;)coS (e^8^) +2
+ f 2mu[2,6]q3 + mu[6,6]q3 + 2mu[6,8]q3 + 2mu[6,12]q3 lcos2(0’+0’) +
I 6  J • 4  b  J  b J ♦2  b J  + b  J 6  J
+ f2mv[2,6]q3 + mv[6,6]q3 + 2mv[6,8]q3 + 2mv{6,12]q3 ]sen2(0’+0’) +
I b J - 4  b  j  b  J  +  2  b  j ♦ b I  2  3
- -j^muvC 1, 6]q3 , „ + 2muv[4,6]qfi n+ 2muv[6,7]q3 +6 j - 5 6 j - 2 6 J + 1
2muv[6,10]q3 _ cos(0^+0^)sen(0^+0^ ) ^  (E.567)6 j ♦ 4 J 2 3 2 3 1
G iJ = - 1 J 1
1 7 2 x I 7  L + q )m 1 sen0’ + (L + q )m 1 cose +2 J 6  ' 2 6 n + 1  3 3 3 6  2 n 6 n  +1 3 3 3^ 2  2
+ |2mu[2,6]qj + mu[6,6]q3 + 2mu[6,8]q3 + 2mu[6,12]q3 1 +^ 6 J - 4  6  j  6 j + Z  b J + b J
+ f2mv[2,6]q3 + mv[6,6]q3 + 2mv[6,8]q3 + 2mv[6,12]q3 1 U  (E.568)
I 6  j • 4  6  J  6 j  +  2  6  J  +  I Z
° 1 7 3  ~ ~ 1  1 ( 2 m u [ 2 , 6 ] q 6 j - 4 +  m u I6 > 6 3<le j +  2 m u [6  j 8 ] q 3 j  + 2  +  2 m u t 6 ’121<*e j * 6 ) +
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+ <- 4  (L + q 2 ) m 72sen0’ - -4 q 2 m 72cos0’ - |2mu[2,6]q3 +I 0  2 6 n 2 ♦ 1 3 3 3 0 ^ 6 n z + 2 3 3 3 I 6 J - 4
+mu[6,6]q3 + 2mu[6,8]q3 + 2mu[6,12]q3 1 - Í2mv[2,6]q3 + mv[6,6]q3 +
6 J  o J  +  Z  6  J  +  6  J  ^  6  J  -  4  t> J
+ 2mv[6,8]q3 o + 2mv[6,12]q3 l U  (E.569)
o  J  +  2  6  j ♦ 6  I I 2
+ ^ 2 m v [ 2 , 6 ] q 3 j 4  + m v [ 6 , 6 ] q g j  + 2 m v [ 6 , 8 ] q 3 j + 2  + 2 m v [ 6 , 1 2 ] q 3 j + g j | 0 3 +
g ‘J = A1 7 5 > Jé,i m  72sen(0’+0’)^0 (E.570)0  3 3 2 - ' -
2 +
G iJ = - 4 < 4 (L + q2 )m 7 sen0’ + 4 (L + q2 )m 72cos0’ +1 7 7  2  I 6  2 6 n + 1  3 3 3 O  2 6 « „ + l  3  3 3I 2 2
+ Í 2 m u [ 2 , 6 ] q 3 + m u [ 6 , 6 ] q 3 + 2 m u [ 6 , 8 ] q 3 + 2 m u [ 6 , 1 2 ] q 3 1 +
I 6  j  -  4  6  J  6  J  ♦  Z  o  J  ♦  b  i
+ Í 2 m v [ 2 , 6 ] q 3 + m v [ 6 , 6 ] q 3 + 2 m v [ 6 , 8 ] q 3 + 2 m v [ 6 , 1 2 ] q 3 C] U *  +
^  6  J  •  4  6  j  6  j + Z  O j + b M  o
+ < 4  (L + q 2 )m 7 s e n 0’ + 4 (L + q 2 )m 72 c o s 0’ +I 6  2 6 n  + 1  3 3 3 6  2 6 n  + 1  3 3 3^ 2  2
+ Í 2 m u[ 2, 6] q 3 + m u [ 6 , 6 ] q 3 + 2 m u [ 6 , 8 ] q 3 + 2 m u [ 6 , 1 2 ] q 3 1 +
^  6 J - 4  6 J  6 J  +  2  6 J + 6 J
+ ^2mv[2,6]q3j 4  + mvtõ.ólq^ + 2mv[6,8]q3j+2 + 2mv[6,12]q3j + gjj 
+ f 2mv[2,6]q3 a + mv[6,6]q3 + 2mv[6,8]q3 + 2mv[6,12]q3 U ©  (E.571)
1 6  j  -  4  6 J  o J + Z  b  J  ♦  I J
G iJ = í 41 7 8  1 6
♦ {- z v ! sen<,; } < v q!> (E-573>
ií,.- {- i  <E-574» 
G 1 7 1 1 = "  h | ( 2 m U [ 2 , 6 1 q 6 J - 4  +  m u í 6 >6 ^ 6 j  +  2 m u [ 6 » 8 1 « J j * 2 +  2mU [ 6  ’ 12  1 **6 J ♦ s )  +
+ ^2m v[ 2, 6] q 3 + m v [ 6 , 6 ] q gj + 2 m v [ 6 , 8 ] q 3 j+2 + 2 m v [ 6 , 1 2 ] q 3 j+gj j q 2 +
+ J- 4 (L + q 2 ) m  72 s e n 0’ - 4  q 2 m  72c o s 0’ -I 0  2 6 n + 1  3 3 3 6  6 n „ * 2  3 3 3I 2 2
m 72cos0’1(0 +q* ) (E.572)3 3 3 2 5
G 1-* = J - 4  m 72sen0 1 7 9  1 6 3 3  3
G
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- (
- (
2 m u [ 2 , 6 ] q 3 + m u [ 6 , 6 ] q 3 + 2 m u [ 6 , 8 ] q 3 + 2 m u [ 6 , 1 2 ] q 3
6 j - 4 oJ o j + Z  o j +o ) -
2mv[2,6]q 6 J - 4
3
+ mv[6,6]q3 + 2mv[6,8]q3 ® j
• •
6 j + 2  
3
+ 2mv[6,12]q 6 J+6j 
3
< V q5> +
2rau(2,6]q^ + mu[6,6]q'’ + 2mut6,8]q'’ „ + 2mu[6,12]q^ I +6 J - 4 6j  6 J ♦ 2 o j + o .
+ Í2mv[2,6]q3 + mv[6,6]q3 + 2mv[6,8]q3 + 2mv[6,12]q^ I^0
^  o  j  -  4  © J  6  j  ♦  2  o  J  ♦  t > J  1 3
G 1J = -GiJ1 7 1 2  1 2 1 7
G IJ = -GiJ1 7 1 3 1 3 1 7
G IJ = -Gij1 7 1 4  1 4 1 7
G iJ = -GiJ1 7 1 5  1 5 1 7
G IJ = -G1J1 7 1 6  1 6 1 7
°i7 18 = ( 2 mvwt1 , 1 1 (è2+qg) +  ^2 mvw[l,ll]j(03+q2 ) 
G JÍ,n= í- 2 mvw[6,9]sen(0’+0’ )1 01 7 2 0  ^ 2 3 J  1
G^ 2 i = [" 2 «vw.[4f l l ] j ( ê 2+qj) + (- 2 mvw[4,ll]j (03+ i 2) 
= ^- 2 mvw[5, 12]sen(02+03) j 0^»‘J1 7 2 2
G*J s - i J(j - l)m Ie" cos' (0’+0* ) + m l2 q1 cos(0’+0’) +1 8 1  2 j J 3 3 2 3 3 3 6 n ^  + 3 2 3
+ (L + q2 )m 1 C O S 0 ’cos(0’+0’) + q2 ml sen0’cos0’ + 2 6 n +1  3 3 2 2 3 6 n  + 2  3 3 2 22 2
+ 2mu[l,7]q 6 j -5 + mu[7,7]qgj + ijcos2(0^+0’) - -j^2muv[2, 7]q36 j - 4
(E.575) 
(E.576) 
(E.577) 
(E.578) 
(E.579) 
(E.580) 
(E.581) 
(E.582) 
(E.583) 
(E.584)
+ 2muv[6,7]q3 + 2muv[7,8]q3 + 2rauv[7,12]q3 I cos(0’+0*)sen(0’+0* ) V06 j 6 J 4 2 6 J ♦ 6 I 2 3  2 3 1 1
(E.585)
G Í L  = - i  - D m  l\ + (L + q1 8 2 )m 1 cos©’ - q m / sen0’ +3 3 '2  6 n +1 3 3 3 6n »2 3 3 32 2
♦ 2mu[ 1,7]qjj j _s ♦ o,u [ 7 , 7 ] , ^ 41 92 (E.586)
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183
= - 4  í(j - l)m3 ^  + ♦ 2mutl,7]q3j 5 ♦ n,u[7,7Jq3jf, jé3 + |-(Lz +
+ q 2 )m 1 c o s ô ’ + q 2 m 1 s e n 0 ’ -  | 2 m u [ l , 7 ] q J  + m u [ 7 , 7 ] q6 n . t r  3 3 2 6 n + 2  3 3 32 ; - D !36 j - 5
3
6J + 1
= {”
G* J = <{m / cos(0’+0’ ) le  1 8 4  I 3 3 2 3 I 2
',iS = 1 8 5 m 1 cos(e’+e’ )>63  3 2 3 I 1
2
( E . 5 8 7 )  
( E . 5 8 8 )
( E . 5 8 9 )
r 1J - 1 G  s - —  <
1 8 7  2 ( j  -  l ) m  1 + (L + q )m 1 c o s 0 ’ -  q m i  s e n 0 ’ +3 3 2 6 n + 1  3 3 3 6 n  + 2  3 3 32 2
♦ 2mutl,7]q^ s + » > [ 7 , 7 ] , * ^  fqj + |(j - ♦ (Lz + q * ^ ,  ( m i c o s e ;  -
“ Q- _m _^„sen0l + 2mu[l,7]q, , „ + mu[7,7]q6 n . * 2  3 3 2 'ï,-.
3
6J * {- (L2 +
+ q )m 1 c o s ©  + q m i  s e n 0 *  -  | 2 m u [ l , 7 ] q  + m u [ 7 , 7 ] q6 n + 1  3 3 3 6 n + 2  3 3 3 I 6 j - 52  2 u
G 1 J  = <-m i  s e n ( 0 ’ + 0 ’ )1 8 8  1 3 3 2 3 >(0_+q*) + •b 9 -m3 i3sen(9;+S’)^(e3+q6 )
G , J  = , 1 8 9 - V 3cos<92+e3)} ( V qs ) + j - ' V 3 C°s(e^ )j (V q6 )
G 1 J  = G 1 J  1 8 1 0  1 8 5
6 j + lj I 3
( E . 5 9 0 )  
( E . 5 9 1 )
( E . 5 9 2 )  
( E . 5 9 3 )
a ' d , r  -  è í (j - 1,m3 ;3 + + 2n,u[1-71< j . s + n,ul7-71< , . ,  I"
* r (L2 + qL 2.l)" 3 i3COSe3 + qL 2.2m3'3Sene3 ‘ [2">“tl,7]q=
“ 17-71< J.,]}(V qè ) - í (j - í)m
G “  = -O 111 8 1 2  1 2 1 8
3 J3 ♦ + 2m»[l,7]q6 j 5  + mu[7,7]q6J<1 j e,
( E . 5 9 4 )  
( E . 5 9 5 )
G i J  = - G i J1 8 1 3  1 3 1 8
( E . 596)
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G ij = - G iJ (E.597)1 0 1 4  1 4 1 8  v /
G iJ = - G 1J (E.598)1 8 1 5  1 5 1 8  v /
G iJ = - G iJ (E.599)1 8 1 6  1 6 1 8  ' '
- G !Í« o (E.600)1 8 1 7 1 7 1 8  '
G 1 8 1 9  = (■ 2 m u y I1 »2]J (62+ ^ 5 ) + [- 2 inuv[l,2]j (e3+q2 ) (E.601)
G i82o= (“ 2 )jet (E.6 0 2)
° 1 8 2 2 = ( m u w í 7’l l ] c o s ( 0 ’ +e^)Jei (E.603)
° 1 8 2 3  = (" 2 m u v n , 6 ] J  (e2+q^) + 2 muv[l,6]j (e3+q2 ) (E.604)
G ÍÍ, = ~ 4  1 ^-sen(ô’+6’) - (L + q^ )m 1 cos0’sen(0’+0’) +1 9 1  2  I 6 n  + 3  3 3 2 3 2 6 n  +1 3 3 2 2 3V. 1 2
+ +2m 3i3Sen02Sen(02+e3 ) " " l)n>3^3sen(0j+0* )cos(0’+0’) +
+ Í2mu[2,8]q3 + 2mu[6,8]q3 + mu[8,8]q3 + 2mu[8,12]q3 lcos2(0’+0’) +V. 6 J - 4  6J 6 J + 2 6 J + 6J 2 3
+ Í2mv[2,8]q3 + 2mv[6,8]q3 + mv[8,81q3 + 2mv[8,12]q3 lsen2(0’ +0’ ) -v. 6 J - 4 6 J 6 J + 2 6 J + 6 J  2 3
-  Í Í2muv[l ,8]q3 + 2muv[4,8]q3 + 2muv[7,8]q3 +
^  \  o J - 5  6 J - 2  6  J  ♦  1
+ 2muv[8,10]q3 t cos(0’ +0’ )sen(0’ +0’ )6 j + 4 J 2 3 2 3 0 t (E.605)
G J L  = - ■» <(L + q )m 1 sen0’ + q m i  cos0’ +1 9 2  2  I 2 6 n +1  3 3 3 6 n  + 2  3 3 3I 2 2
+ °->-32mu[2,8]q^ + 2mu[6,8]q^ + mu[8,8]q^ + 2mu[8,12]q^ ] +^ 6 j - 4 6 J 6 j ♦ 2 6 J + 6j
+ Í2mv[2,8]q3 + 2mv[ 6,8 ]q3 + mv[8,8]q3 + 2mv[8,12]q3 C] U „  (E.606)
^  6  J  -  4  t > J  o J  +  2  o J  +  o l l Z
G 1J = -  i  JÍ2mu[2,8]q3 + 2mu[6,8]q3 + mu[8,8]q3 + 2mu[8,12]q3 1 +1 9 3  î  H  6 J - 4  6 J 6J + 2 ^ 6 J * 6 j
+ ^ 2 m v [ 2 , 8 ] q 3 í  ^ + 2 m v [ 6 , 8 ] q f i + m v f S j S l q f ,  o+ 2 m v [ 8 , 1 2 ] q 3 4 ^ J ^0^ +6 j - 4 6 j 6 j + 2 e j ♦ e I f 3
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-(L + q )m 1 sen©’ - q ra / cos0 -|2mu[2,8]q + 2mu[6,8]q +2 6 n  +1  3 3 3 6 n  + 2  3 3 3 l J n 6 j - 4  6J2 2 v
+ mutSjSJqf, o+ 2mu[8,12]q3 j - ^2mv[2,8]qfj  ^ + 2mv[6,8]q3 , +
+ mv[8,8]q3 + 2mv[8,12]q3 I^0 (E.607)o j ♦  Z  «  J ♦  6 I I 2
°Us = f  m3 /3c° s « ^ > k  <E «08)
G ,J1 9 7 = - i \(L_ + q2 )m i sen0’ + q2 m i  cos0’ + |2mu[2,8]q3 +2 1 2 6 n 2 + 1 3 3 3 ’6 i«2 + 2  3 3 3 ^ ’ n6 J - 4
+ 2mu[6,8]q3 + mu[8,8]q3 + 2mu[8,12]q3 1 + Í2mv[2,8]q3 + 2mv[6,8]q3 +6 J 6 J + 2 6 J + 6 J  ^ 6 j * 4  6 J
+ ■nvt8,S3qJj^2+ 2mv[8,12],|jí6]jq; + /-(L, ♦ q ‘
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- q 2sen0 sen0’ + (L + q 2 )cos0 - (L + q3 )sen0 cos0’ +2 1 2 z 2 3 1 3 1 1 23
+ q 3sen0 sen0’ - q 3cos0 (F.31)2 1 23  3 1
: -(L + q 2 )cos0 sen0’ + q 2cos0 cos0’ - (L + q 3 )cos0 sen0’ -2 1 1 2 2 1 2 3 1  1 23
- q 3cos0 cos©’ (F.32)2 1 23
- (L + q 3 )cos0 sen0’ - q 3cos0 cos0’ (F.33)3 1 1 23  2 1 23
0 (F.34)
; sen0 (F.35)1
: - cos0 (F.36)1
: — (L>2 + q 2 )cose^sen0’ + q^cose^cos©’ - (L3+ q3 ) cosO^ s e n © ^ -
+ q 3cos0 s e n 0’ - q 3 sen0 (F.16)
2 1 23 3 1
-  q COS0 COS0’2 1 23 (F.37)
JL 3 8 COS0 COS0’ 1 2 (F.38)
J =L 39 cos0 sen0’ 1 2 (F.39)
J =L 3 1 0 sen0 í (F.40)
J =L 3 1 1 - (L + q 3 ) c o s 0  s e n 0 ’3 1 1 23 q 3cos0 cos0’2 1 23 (F.41)
J = L 3 1 2 COS0 COS0’1 23 (F.42)
J = L3 13 -cos0 sen0’1 23 (F.43)
J = L 3 1 4 sen0 í (F.44)
J =L 3 1 5 J = J = 0L 3 1 6 L 3 1 7 (F.45)
J =A l i 1 (F.46)
J =A 1 2 J = J = J = JA 1 3 A 1 4 A 1 5 A 1 6 = J = J = 0A 1 7 A 1 8 (F.47)
JA 1 9 J = J = J = JA 1 1 0  A 1 1 1  A 1 1 2 = J = 0A 1 1 3 A 1 1 4 (F.48)
J =A 1 1 5 sen0’23 (F.49)
J =A 1 1 6 COS0’23 (F.50)
JA 1 1 7 0 (F.51)
J =A 2 1 0 (F.52)
JA 2 2 COS0 1 (F.53)
J =A 2 3 COS0 1 (F.54)
J =A 2 4 J = J = 0A 2 5 A 2 6 (F.55)
J =A27 COS0 1 (F.56)
JA 2 8 J = J = 0A 2 9 A 2 1 0 (F.57)
J = A 2 1 1 COS0 1 (F.58)
JA 2 1 2 J = J = 0A 2 1 3 A 2 1 4 (F.59)
JA2 15 sen0 cose’1 23 (F.60)
JA 2 1 6 0 (F.61)
JA 2 1 7 COS0 1 (F.62)
J =A3 1 0 (F.63)
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JA 3 3
JA 3 4
JA 3 7
JA 3 8
JA 3  1 1
JA 3  1 2
JA 3  1 5
JA 3 1 6
JA 3  1 7
J
A 3 2
sen0i (F .65)
J A 3 S  =  J . 3 6 =  0  < F ' 6 6 '
sene^ (F .67)
J = J = 0 (F.68 )A 3 9 A 3 1 0 ' ’
■ sen6i (F .69)
: J = J = 0  (F.70)A 3 1 3 A 3 1 4  v /
: COS0iCOS0^3 (F .7 1 )
= o (F.72)
: send^ (F .73 )
s en 6 i ( F . 64 )
[- (L + q 1 )sen0 - q 1cos0 - (L + q 2 )cos0 cos0’y 1 2 1 3 1 2 1 1 2
+ q 2cos0 sen0’ - (L + q 2 )sen0 - (L + q3 )cos0 cos0’ +2 1 2 z 2 3 1 3 1 1 2 3
3 3+ q cos© sen0’ - q sen02 1 2 3  3 1 F + (L + q 1)cos0 + q 1sen0 -y L y 1 2 1 3  1
(L + q 2 )sen0 cos0’ - q 2sen0 sen©’ + (L + q 2 )cos02 1 1 2  2 1 2  z 2  3 1
(L + q 3 )sen0 cos0’ + q 3sen0 sen0’ - q 3cos0 F + M3 1 1 2 3  2 1 2 3  3 z *
( F . 7 4 )
Qea = [(L2 + < > cose; - - «2se" e ; J F, +
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(L + q 2 )sen0 sen0’ + q 2sen0 cos0’ + (L + q 3 )sen0 sen0’ +
|_ 2 1 1 2 2 1 2 3 1 1 23
+ q 3sen0 cos0’ F + -(L + q 2 )cos0 sen0’ + q 2cos0 cos0’-
2 1 2 3 J y L 2 1 1 2  2 1 2
- (L + q 3 )cos0 sen0’ - q3cos0 cos0’ F + M cos0 +
3 1  1 23 2 1 23 J z y 1
+ M sen0 (F.75)
= - q 3sen0’ F + (L + q 3 )sen0 sen0’ + q 3sen0 cos0’ |F + 
e3 [_ 2 2 3 J x L 3 1 1 23 2 1 2 3J y
+ - (L + q 3 )cos0 sen0’ - q 3cos0 cos0’ F + M cos0 +
L 3 1 1 23 2 1 2 3J z y 1
+ M^sen©^ (F.76)
Q_ = F (F.77)
q6 n 1 + 1 x '
= Icos0 1 F + |sen0 |F (F.78)
q6nl + 2 |_ lj y [_ lj z
Q q 6 „,, 3  = [-S e n S , ] F » + [-C O S e ,]F z ( F -79>
Q q 6 „ , , 5  = [ ( L 2 + )COSel  - « z S e n e ; - q 2 S e n 8 2 3 ] F , +
+ (L + q 2 )sen0 sen0’ + q 2sen0 cos0’ +L 2 1 1 2  2 1 2
+ (L + q 3 )sen0 sen0’ + + q 3sen0 cos0’ F +
3 1 1 23 2 1 2 3j y
+ (L 2 + q!)cos0^sen0’ + q 2cos0^cos0’-1 1 2  2
- (L + q 3 )cos0 sen0’ - q 3cos0 cos0 ’ F + M cos0 + 
3 1  1 23 2 1 2 3 J z y 1
+ M sen0 (F.80)
Z  1
Q = sen0’ F + -sen0 cos0’ F + cos0 cos0’ F (F.81)
q6 n 2 + 1 L 2 J x  [_ 1 2J y [ 1 2J Z
Q = cos0’ F + sen0 sen0’ F + cos0 sen0’ F (F.82)
q6 n 2 + 2 L 2J x L 1 2J V L 1 2J z
Q 46 n 2 + 3 = Jc o s o J f ^ + ^sen0^j F^ (F.83)
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Q = J- q 3sen0’ |F + Í(L + q 3 )sen0 sen0’ +
q6 n 2 + 6 L 2 23 J x [_ 3 1 1 23
+ q 3sen0 cos0’ F + - (L + q 3 )cos0 sen0’
2 1 2 3J y L 3 1 1 23
q 3cos0 cos0’ F + M cos0 + M sen02 1 2 3J z y 1 z 1
Q = F + -sen0 cos0’ F + cos0 cos0’ Fq 6  n 3 + 1 x L 1 2 3J  y \ 2 3 J z
Q = cos0’ F + sen0 cos0’ F + -cos0 sen0’ F
q 6  n 3 + 2 L 2 3 J  x [ 1 2 3 J y  [ 1 2 3 J z
Q = cos0 F + sen0 Fq6 n 3 + 3 L y L z
Q = M sen0’ + M sen0 cos0’ + M cos© cos0’q 6  n 3 + 4 x 2 3  y 1 2 3  z 1 2 3
Q = M C O S 0 ’
q6 n 3 + 5 x 23
(F.84)
(F.85)
(F.86)
(F.87) 
(F.88) 
(F.89)
Q = M cos0 + M sen0q 6  n 3 + 6 y 1 z 1 (F.90)
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APÊNDICE G
Para ilustrar o procedimento apresentado no Capitulo 3,
considerou-se como exemplo o maniulador planar contendo duas
ligações mostrado na figura G.l. Como foi descrito anteriormente,
as coordenadas generalizadas de um robô manipulador flexível,
podem ser divididas em três grupos distintos. Neste exemplo
tem-se oito coordenadas generalizadas, <p e <f>2 representando as
coordenadas dos atuadores, 0 e 0 representando as coordenadas1 2
que descrevem o movimento de rotação das ligações em torno dos
eixos das juntas, e as coordenadas w , w , m e w que1 2 M  2
O vetor localização de algum ponto na ligação 1 pode 
ser expresso por:
(G.l)p 1 = T° h i i
C 0 i 0 S 0
p 1 = 0 1 0
. — s 0 0 C 0 iJ
X -z U)1 1 1
w
X  C 0  -  Z W  C 0  +  W  S 0  1 1 1 M  1 1 1
-x s0 + z w sd + w  c01 1 1 M  1 1 1J
(G.2)
e para a ligação 2 tem-se:
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P = P I + T u h
2 1 1 x = 1 1 2 2
onde
(G.3)
r>°2
C 0 1 0 s 0 i
1 O CD CO 0 S 02- C 0 1 2 0 S 0 1 2_ rpO  ^ _
1 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0
- S 0 0 C 0 -s0 0 C 0 — s 0 0 C 01 2 1 2J
T h =2 2
C 0 0 S 012
0 1 0
—  S 0 0 C 012
12
12J
X  - z  W 2 2 2
0
W
x c0 - z  w cd + w  s0
2 1 2 2 2 1 2  2 12
-X S 0  +W C 0  +  Z W S 0
2 1 2  2 1 2  2 2  1 2 -
1 2
P =2
/ C 0  -  Z II) I C 0  + W I S 0  + X C 0  -  Z W C 0  + W S 01 1 l M ' x = l l  1 l ' x = l l  1 2 1 2  2 2 1 2  2
0
- 1  S 0  +  Z tü I S 0  +  W  I C 0  -  X  S 0  +  Z U> S 0  +  W  C 0L 1 1 r  1 4 = 1 1  1 l ' x = l l  1 2 1 2  2 r 2 1 2  2 1 2
(G.4)
P =2
1 2i C 0  -  Z U) I C 0  +  W  I S 0  +  X C 0  -Z UI C  0  +  W  S 01 1 1 l ' x = l l  1 l ' x = l l  1 2 1 2  2 2 1 2  2
0
-1 S 0  +  Z «) I S 0  +  W I C 0  -  X S 0  +Z W S 0  +  W C 01 1 r l ' x = l l  1 l ' x = l l  1 2 1 2  2 * 2  1 2  2 1 2
(G.5)
onde h é o vetor posição de um ponto qualquer da ligação i, com í
relação ao sistema de coordenadas local desta ligação, s0 =i
sen0 , c0 = cos0 , s0 = sen(0 + 0 ), c0 = cos(0 + 0 )1 1 1 12 1 2 12 1 2
Diferenciando (G.2) e (G.5) em relação ao tempo tem-se:
P = i
-X 0  S 0  -  Z Û) C 0  +  Z U) 0  S 0  +  W S 0  +  W 0  C 0  1 1 1  1 ^ 1 1  1 M 1 1  1 1  1 1 1
-X 0 C0 + Z W S0 + Z U) 0 C0 + W C0 -  W 0 S01 1  1 1^1 1 1 M  1 1  1 1  1 1 1
(G.6)
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P =2
+  [ w  c 0  -  ( x  - Z  tl) ) s 0  ] 0  + W  I S 0  + W  S 0  - Z tí) I C 0  2 12 2 2 2 12 2 l ' x=ll  1 2 12 lT r x = l l  1
[ W I C0 -(1 -  z u> I ) s 0  - ( x  - z  U) ) s 0  +w c 0 ]0
l ' x = l l  1 1 r  r x s l l  1 2 2 2 12 2 12 1
-  Z W Cd 2 2 12
0
[ - ( /  - Z ti> I )c0 -w I S0 -(x -z W )C0 -w S0 ]è +1 r l ' x c l l  l|x=ll 1 2 2 2 12 2 12 1
+  [-(x -z U) )C0 -W S0 ]0 +W I C0 +W C0 + Z  tl) 1 S0 +2 2 2 12 2 12 2 l ' x=ll  1 2 12 lr l' x=ll 1
+  Z ti) S 0l»  2 2 12
(G.7)
comparando (3.48) e (3.49) com (3.21) pode- se obter :
W  C0 + Z  tl) S0 1 1 1 * 1  1 - X  S0 1 1 0 s 0 i 0 -z c0 i i 0 ‘
J = 0 0 0 0 0 0 (G1 -w S0 + Z  tl) C0 1 1 1 ^ 1  1 - X  C0 1 1 0 C 0 i 0 Z S0 1 1 0
J =2
W  I C0 - ( 1 -z U) I ) S0 -1 1 x c 1 1 1 1 1 M  1 x = 1 1 1
- ( X  - Z  tl) ) C  0 + W C 0  2 2*2 12 2 12
- W  I S0 ~ ( 1 ~Z 11} I ) C0 ■l ' x=ll  1 1 lr l ' x=l l  1
- (X - Z  w ) c 0 -w S0 2 2 2 12 2 12
W  C 0 - X  S0 + 2 12 2 12
+  Z tl) S02 2 1 2
Z W C0 - X  C 0 - 2 2 12 2 12
- W S0 2 12
S0 S0
0
C0
1 2
0
C0 1 2
■Z C0 1 1
Z S 0  1 1
-Z C0 2 12
Z S 0  2 12
(G.9)
Com as matrizes Jacobiano determinadas, e por 
intermédio da expressão (3.23), obtém-se as matrizes inerciais 
das ligações que são:
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H = p A 1 1 1
-2z ttl X 1*1 1
0
i- 2 2 2 2W +Z W + X -1 1 1  1
Z U> - X 1*1 1
-w z 1 1
0
0
0
0
0
z  u» -  X1*1 1
0
1
0
0
0
-w z 01 1
0
0
0
0
0
0
0
0
(G.10)
H = p A2 2 2
H
1 1
H
1 2
H
1 3
H
1 4
H
1 5
H
1 6
H
1 2
H
2 2
H
2 3
H
2 4
H
2 5
H
2 6
H
1 3
H
2 3
H
3 3
H
3 4
H
3 5
H
3 6
H
1 4
H
2 4
H
3 4
H
4 4
H
4 5
H
4 6
H
1 5
H
2 5
H
3 5
H
4 5
H
5 5
H
5 6
H
1 6
H
2 6
H
3 6
H
4 6
H
5 6
H
6 6
(G.11)
onde :
H =il  (7 - z  w \ ) + w I + (x -z w ) + w + 2(7 -z y> | )w1 1 1  x = 11 l'x-ll 2 2 2 2 1 r i ' x = l l  2
- 2 ( 7 - z ip I )(x -z iii )c0 - 2(x - z ip )w I
1 l M ' x = l l  2 2 2 2 2 2*2 l'x=ll
+ 2w W I
2 1 1 x= 1 1
S0
se
ce
H =(7 -z w I )w s0 + ( 7 -z u> I )(x -z «» ) c0 + w w I 1 2  i r i ' x  = n  2 2  i r  l ' x s i i  2 2 *2  2 2 i ' x = i i
(7 -z w I )c0 - (x -z w ) + w I1 r l ' x = l l  2 2 2*2  l ' x = l l
 71 11*1 1 x 1 1
■ (x  - z  W )W 2 2*2
H =13 - ( 1  - Z  1f) I 1 1*1 1 >
H =14 -  1 V1*1 1 >
H =1 5 - z w  ce 1 2  2
H = 1 6 - Z W  1 1 1 1 x = 1 1
H = 22 x 22
2 2 + Z W + 2 2
H =
2 4
- (x -z W ) 2 2 2
H =
3 3 1 , h =  ce34 2
H =
4 6 0, H =5 5
ce
) - (x -z œ )c0 — w  s0 2 2 2 2 2 2
se
- z w  ce + z ( x - z u > ) s e  1 2 2 1 2 2 2 2
2 2 2 h = - (x - z  w )ce - w  se23 2 2 2 2 2 2
  w , H = - z w ce + z (x -z ip ) se , H = 25 1 2  2 1 2  2*2 2 26  - Z W2 2
H = z z ce ,56 1 2  2 H = Z66 2
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Os termos devidos ao efeito da gravidade são obtidos 
através da expressão (3.37), e podem ser agrupados nos seguintes 
v eto r e s :
n
G = 1
G =2
1p A g[-(x -z u» )c0 -w s0 0 c0 0 z s0 0]Tdx *1 1 1 1 M  1 1 1  1 1 1
(G.12)
2p A g [ - ( 1 -z w I )c0 -w I S 0  -(x -z ti) )c0 - w s 02 2 1 lr l ' x=l l  1 l ' x=l l  1 2 2 2 12 2 12
C 0 C 0 1 2 Z S 0  1 1 Z S 0  ] dx 2 12 (G.13)
onde g = [ 0 0 g]
Os termos oriundos da deformação elástica das ligações, 
obtidos através da expressão (3.38), são dados por:
1 k G A ( w  - u> )dx
1 i i 1 > X x l,x
para q ’ = w
E I ii> +
1 1 * 1  , X X
k G A (w - iü ) dx1 1 i i , x r i J
k G A (w - u> )dx2 2 2 2 , X X  2 , x
para q ’ = ip
para q ’ = w
1 ,  X
i , X (G.14)
+ k G A (w - li» ) 
x x  2 2 2 2 , x 2 J
dx para q ’ = y»
2 , x
2  ,  x
os termos devidos a deformação elástica das juntas, 
obtidas através da expressão (3.41), são dados por:
para q = 0K i (e1 " l i i
K (0 - <p )2 2 2
-K (0 - (p ) 1 1 1
-K (0^ - <t>) 2 2 2
para q = 0
para q = <*>, 
para q = <p.
(G.15)
As matrizes inerciais dos atuadores B e B são dadas por:1 2
‘I 0' ‘0 0 'y y i B =
0 0_ 2 0 IL y y 2
(G.16)
Com as matrizes inerciais obtidas, o próximo passo é a
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determinação dos termos provenientes dos efeitos de Coriolis e 
centrífugos, que são obtidos através da expressão (3.44), onde o 
termo h para k = s representa o torque ou força ao longo da
i jks
coordenada j, decorrente da força centrífuga devida a velocidade 
na coordenada k (ou s). Para k ^ s, o termo anterior refere-se ao 
torque ou força ao longo da coordenada j , decorrente da força de 
Coriollis, gerada pelas velocidades nas coordenadas k e s. O 
índice i significa em qual ligação esta atuando a força. Estes 
termos são apresentados a seguir:
l i n
1115
h = 0, h 
1112 1113
Pi J(•J= p A 2z [z w -x ]dx „ 1 1  i l i  i 
» o
'i
= 1p A [2w ]dx, h = h
^ 1 1  1 1114 1v o
 = 0  116
112 1 = h
h 113 1
114 1
1122
1
1132
1114 2
= h = 0= h = h = h
1123 1124 1125 1126
= h = h  = h  = 0 , h
1133 1134 1136 1135
= h = h = h = h = h = 0  - - -- 1143 1144 1145 1146
ri
h = h  = 0 , h  = - 1p A z d x , h  = h1151 1152 1153 f ' . - -  ---
n
1p A z dx *i i i
115 6
1 1 6 k
12 j k
 2
= 0 
= 0 
= 0
n
 A z d x , h
' l l l 1154 1155
= 0
h 13 11
n
k = i ... 6 
j = k = 1... 6 
= hlp A w dx, h 
'l 1 1 1312
h = h  = h  = 0 ,  h 
1316 1317 1318 1315
= h = 0  
1313 1314
n3
2 V  A z dx M i lï
h
1 32k
0 k = 1 ... 6
h
133k
= 0 tt
h
134k = 0 ri
«
h
135 1
— i
p i0
A x 
i 1
d x , h
1352
h
136k
= 0 k = 1 . . .6
h
14 j k =
0 j = k = 1 . . .6
= h = h = h
1354 1355 1356
0
3 76
n
h
15 11 =
V
h
15 14
s h
1
h
1 5 2 k =
0
h
1531
= 1
2
h
15 j k
= 0
h
16 j k =
0
h
2 111 0,
h
2 112
- 2
p A z [z ip -X ]dx, h = 0, h = — =•, 1 1 1 1 M  1 1512 1513 2
1 3
= h = 0 15 16
k = 1... 6
n
' p  A z d x ,*1  i i
n
h = 2  2 113
h = 2  2 114
h = 2  2 1 1 5
1p A z d x , h = h  = h = h = h  = 0
) 1 1 1 1532 1533 1534 1535 1536
j = 4...6, k = 1...6 
j = k = 1 . . . 6
p A [(7 -z tf) I )(x -z u> )s0 + w ( 7 -z w I )c0
r 2 2 1 l M ' x = l l  2 2 2 2 2 1 l M ' x = l l  2
- w I (x -z ui )c0 - w I w s0 ]dx,
1 1 x = 1 1 2 2 2 2 1 x = 1 1 2 2
p A [w I - (x -z w )s0 + w c0 ]dx,
* 2  2 l ' x = l l  2 2 2 2 2 2
p A [ w + ( 7 - z u j |  )s0 + w |  c 0 ] d x ,
2 2 2  1 l M ' x = l l  2  1 x s 1 1  2
2p A [z (I I -z 7 + z (x -z » )c0 - z w  s0 ]dx,
2 2 V l ' x = l l  1 1 1 2 2 2 2 1 2 2
ri,
0
ri,
0
n
nh = 2  2 116 2p A [- z (x -z ui ) — z ( 7 -z w I )c0 -z w I s0 ]dx2 2 2 2 2 2 2 1 l M ' x = l l  2 2 l ' x=l l  2
2121
2 122
0,
n
2p A {[(7 -z u> I )w + (x -z v» )w I ]c02 2 1 lr l ' x=ll  2 2 2 2 l ' x=ll  2
- t(7 -Z W I )(x -Z W ) + W W I ]s0 }dx.1 l l x«ll 2 2 2 2 1 x * 1 1 2
2 123
2 124
2 125
2 126
2 13 1
2134
n.
0
n.
0
ri.
0
n
Jp A [w c0 - (x -z w )s0 ]dx, 2 2 2 2 2 2r2 2
2p A t ( 7 ~Z Ü) I )S0 + W I C0 + 2w ]dx 2 2 1 r i ' x . 1 1  2 l ' x=ll  2 2
'p A [- Z W S0 - Z (X -Z ti) )c0 ]dx, 
2 2 1 2 2 1 2 2 2 2
O
= O, h
p A [ z w l  s0 - z ( ] -z » I ) c 0 - 2 ( x - z i i > ) z ] d x ,2 2 2 l ' x=l l  2 2 1 lr l ' x=ll  2 2 2*2 2
n
2 1 3 2 ‘p A [ ( x - z t i > ) s 0 - w c 0 ] d x ,  h = 02 2 2 2 2 2 2 2 2133
n
"p A [s0 ]dx,2 2 2 2 135 -P2A.,
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n
2 1 3 6
2141
2 14 3
2 146
2 15 1
>  A [ z  c e j d x ,
2 2 2 20
0, h 
fl
n
2 14 2 p A [ ( i -z te I )s0 + w I c0 ]dxk2 2 1 r  l ' x = n  2 l'x=ll 2
n
0
n,
0
0,
p A [s6 ]dx, h = 0 ,  h
2 2 2 2144 2145
p A [z ce ldx, 2 2 1 2
p A [z ldx, 2 2 2
2152
n
“p A [z (x -z w ) c 0 + z w s0 ]dx, 
2  2  1 2  2  2  2  1 2  2
ri
h = - 2p A2153 2 20
flh = - 2p A2 156 K2 21 0
h = 0 h
2 16 1 2162
flh = - 2p A [2163 *2 2
n
2154
'p A [z c0 ]dx, h = 0,
2 2 1 2  2155
'1 *>p A [z w I s0 - z (7 -z w I )c0 ]dx
2 2 2 l'x=ll 2 2 1 r 1 'x=ll 2
ldx, h
n
2165
22 11
2 16 4
“p A [ z z s0 ] dx , h = 0,
k2 2 1 2  2 2166
'p A [z ldx,2 2 2
n
2212
22 13
22 14
2215
2216
2221
r 1
0
n.
0
n
2p A {[ ( 7 -z tp I )(x -z ip ) - w  w I ]s0 +
k 2 2 1 1 M ' x = 1 1 2 2 2 2 l ' x = l l  2
+ [ ( 7 -z «> I )w - (x -z w )w I ]c0}dx,1 r i ' x = l l  2 2 2 2 l ' x = l l  2
2p A {[(7 -Z U) I )w - (x -Z U» )W I ]C02 2 1 r i ' x = H  2 2 2 2 l ' x = l l  2
- [(7 -Z U» I ) ( X —ZU) ) + W W I ]s0 }dx, 1 r i ' x n l l  2 2 2 2 l ' x = l l  2
2p A [w c0 - (x -z w )s0 ]dx,2 2 2 2 2 2*2 2
2p A [ ( 7 -z U) I )s0 + w I c0 + 4w ]dx,2 2 1 r  1 ' x = i r  2 l ' x = l l  2 2
p A [-z (x -z w )c0 - z w s0 ]dx, 
2  2  1 2 2 2  2 1 2  2
n
2p A [z w I s0 - z ( 7 -z u> I )c0 - 4z (x -z w )]dx.2 2 l ' x=ll  2 2 1 r i ' x s l l  2 2 2 2r2
ri
2p A { [ ( 7 - z u > |  )w - (x -z w )w I ]c0K2 2 1 r i ' x = l l  2 2 2*2 l ' x . l l  2
- [(7 -z w I )(x - z  w ) + w w I ]s0 }dx,1 lM' x- 1 1 2 2 2 2 l ' x = ll 2
< fl
h = 0,2222 2 2 2 3 Jp A [ ( X  - Z  W )S0 - W C0 ]dx,2 2 2 2 2 2 2
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h
'ï
2 2 2 4
2p A [ 2w ] dx , h =2 2 2 2 2 2 5  2
n
p A [ z  (x  - z t i )  ) c0  + z w2 2 1 2 2 2 2 1
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Agora, com o auxílio das equações (3.42) e (3.43) do 
artigo anterior, monta-se as equações do movimento, que resultam 
da seguinte forma:
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